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Terminiga matemaatilise füüsika võrrandid tähistatakse traditsiooniliselt seda osa
loodus- ja täppisteaduste matemaatilises aparatuuris, mis hõlmab osatuletistega di-
ferentsiaalvõrrandeid ning nende lahendamise temaatikat. Seejuures on osatuletis-
tega diferentsiaalvõrrandid mitte ainult füüsika, vaid ka laiemalt erinevate teadus-
valdkondade lahutamatu komponent, olles fundamentaalse tähtsusega teoreetilises
mehaanikas, ülekandenähtuste teoorias, laineprotsesside teoorias, hüdrodünaami-
kas, elastsusteoorias, elektro- ja magnetostaatikas, elektrodünaamikas, elektroteh-
nikas, kvantmehaanikas, stohhastiliste protsesside teoorias, füüsikalises ja keemilises
kineetikas, matemaatilises ja teoreetilises bioloogias, finantsmatemaatikas jm.
Väga paljusid füüsikalisi nähtusi saab kirjeldada, kasutades selleks osatuletiste-
ga diferentsiaalvõrrandeid, st diferentsiaalvõrrandeid, mida rahuldavate füüsikaliste
suuruste väärtused on määratud rohkem kui ühe sõltumatu muutuja poolt. Juhul kui
tegemist on mingi füüsikalise protsessiga, on sellised sõltumatud muutujad ruumi-
koordinaadid ja aeg. Olukorras, kus ajaline sõltuvus puudub, on muutujateks ainult
ruumikoordinaadid. Aga loomulikult on ka selliseid ülesandeid, kus ruumikoordi-
naatide asemel tuleb kasutada mingeid muid aktuaalseid parameetreid.
Kesksel kohal füüsikas kõige enam kasutatavate diferentsiaalvõrrandite hulgas on

















kus t on aeg, x, y, z on ruumikoordinaadid ja D = const > 0 on difusioonitegur. Võr-
randi (1.0.1) lahend u(x, y, z, t) kirjeldab näiteks osakeste kontsentratsiooni antud















1 Vt osatuletistega diferentsiaalvõrrandite klassifikatsioon peatükis 9.
2 Vt detailsemat esitust alampunktis 9.6.1.
3 Vt detailsemat esitust alampunktis 9.6.2.
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kus c = const > 0 on laine levimiskiirus. Selle võrrandi lahend kirjeldab paljusid
võnke- ja laineprotsesse.
Osutame ka asjaolule, et võrrandis (1.0.1) on osatuletis aja järgi esimest järku,
võrrandis (1.0.2) aga teist järku. Sellest fundamentaalsest erinevusest tuleneb, et
võrrandi (1.0.2) lahend on invariantne aja inversiooni suhtes, võrrandi (1.0.1) lahend











Me saame Laplace’i võrrandi, kui valemis (1.0.1) või (1.0.2) u-st osatuletis aja järgi
võrdub nulliga. Võrrandi (1.0.3) lahend u(x, y, z) kirjeldab näiteks elektrostaatilise
välja potentsiaali sõltuvalt ruumikoordinaatidest piirkonnas, kus puuduvad elektri-
laengud.
Allpool peatume konkreetsetel näidetel selle kohta, kuidas ilmuvad teooriasse
osatuletistega diferentsiaalvõrrandid erinevate füüsikaliste nähtuste kontekstis.
4 Vt detailsemat esitust ajast mittesõltuvate võrrandite kohta alampunktis 9.6.3.
2. Elektrodünaamika
2.1 Poissoni võrrand ja Laplace’i võrrand elekt-
rostaatilise välja potentsiaali jaoks
Poissoni võrrand ja Laplace’i võrrand kirjeldavad väga erinevaid nähtusi, olles kesksel
kohal elektromagnetismi (elektrostaatika, magnetostaatika), hüdrodünaamika, ter-
mofüüsika, gravitatsiooni jt füüsika osade teoreetilistes alustes. Tuletame need võr-
randid elektrostaatilise välja potentsiaali jaoks.
Alustame Coulomb’i seadusest, millel elektrostaatika sisuliselt baseerub.1 Selle
kohaselt mõjub punktlaengule q1 punktlaengu q2 poolt vaakumis jõud
F1 =
q1q2 (r1 − r2)
4πϵ0 |r1 − r2|3
, (2.1.1)
kus r1,2 on vastavate laengute kohavektorid ja ϵ0 on vaakumi elektriline läbitavus
ehk elektrikonstant. Rakendades superpositsiooniprintsiipi, saame valemi (2.1.1) ül-










kus r on laengu q ja rn laengu qn kohavektor. Avaldise (2.1.2) võib esitada kujul
Fq = qE(r), (2.1.3)
kus me oleme toonud sisse paigalolevate punktlaengute süsteemi qn; n = 1, 2, . . . , N







1 Kasutame SI ühikute süsteemi.
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Punktlaengute süsteemi laengutihedus defineeritakse Diraci δ-funktsiooni δ (r− rn)




qnδ (r− rn) . (2.1.5)
Selle kohaselt on laengutihedus ruumipunktides, kus laengud paiknevad, lõpmata
suur, mujal aga võrdub nulliga. Elektrivälja tugevus (2.1.4) saab nüüd kuju
E(r) = 14πϵ0
∫ ϱ(r′) (r− r′)
|r− r′|3
dV ′, (2.1.6)
kus dV ′ on kolmedimensionaalse ruumala element punktis r′. Descartes’i koordi-
naatsüsteemis dV ′ = dx′ dy′ dz′. Integreeritakse üle kogu ruumala, kus paiknevad
laengud.
Ruumlaengu korral ei ole laengutihedus enam antud avaldisega (2.1.5), vaid see




= −∇ 1|r− r′| , (2.1.7)













saame valemist (2.1.6) elektrivälja tugevuse jaoks alternatiivse avaldise













on elektrostaatilise välja potentsiaal. Samuti järeldub valemist (2.1.8), et elektrostaa-
tilise välja tugevus rahuldab võrrandeid
∇× E = 0 (2.1.11)
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ja
∇ · E = ϱ
ϵ0
. (2.1.12)
Võrduse (2.1.12) õigsust saab tõestada, kui võtta arvesse, et (vt ka alampunkt 22.1.1)
∇2 1|r− r′| = −4πδ(r− r
′). (2.1.13)
Valemitest (2.1.12) ja (2.1.9) järeldub, et potentsiaal ϕ peab rahuldama võrrandit
∇2ϕ = − ϱ
ϵ0
, (2.1.14)
mida nimetatakse Poissoni võrrandiks.
Kui võrrandi (2.1.14) paremal poolel olev laengutihedus kirjeldab vaakumis paik-
nevaid etteantud laenguid, st laenguid, mis ise ei sõltu väljast, siis nende laengu-
te jaotus määrab otseselt elektrostaatilise välja tugevuse. Dielektrilises keskkonnas
muutub olukord keerulisemaks. Dielektrikute koosseisu kuuluvate seotud laengute
tihedus ei ole ette antud, vaid see sõltub ise elektrivälja tugevusest. Samuti tuleb
silmas pidada, et kui on vaja arvestada elektrijuhtide juuresolekuga, siis juhtide
pinnal indutseeritud laeng ei ole teada.
Olgu meil elektrostaatiline väli dielektrilises keskkonnas. Võrrandi (2.1.14) pare-
male poolele tuleb lisada siis seotud laengute tihedus ϱs, nii et
∇2ϕ = −ϱ+ ϱs
ϵ0
, (2.1.15)
kus ϱ on etteantud laengute tihedus. Elimineerime võrrandist (2.1.15) seotud laen-
gute tiheduse. Laengutihedus ϱs on seotud keskkonna polarisatsiooniga P:
ϱs = −∇ ·P. (2.1.16)
Viimane võrdus kujutab endast polarisatsioonivektori P formaalset definitsiooni.2
Polarisatsiooni ja elektrivälja tugevust seob ainevõrrand
P = ϵ0χE, (2.1.17)
kus χ on keskkonna elektriline vastuvõtlikkus.3 Keskkonna elektriline läbitavus on
defineeritud avaldisega
ϵ = ϵ0 (1 + χ) . (2.1.18)
2 Saab näidata, et see on kooskõlas polarisatsiooni füüsikalise definitsiooniga: polarisatsioon
on keskkonna makroskoopilise dipoolmomendi (st keskmistatud mikroskoopilise dipoolmomendi)
tihedus.
3 Eeldame, et keskkond on isotroopne. Samuti eeldatakse keskkonna lineaarsust, st vastuvõtlik-
kus ei sõltu elektrivälja tugevusest.
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Seega
∇ ·P = ∇ · [(ϵ− ϵ0)E] . (2.1.19)
Arvestades valemiga (2.1.9), saame
∇ ·P = − (ϵ− ϵ0)∇2ϕ− (∇ϵ) · (∇ϕ) . (2.1.20)
Tehes vastavad asendused valemisse (2.1.15), on tulemuseks võrrand elektrostaatilise
välja potentsiaali jaoks dielektrilises keskkonnas
ϵ∇2ϕ+ (∇ϵ) · (∇ϕ) = −ϱ. (2.1.21)





mis erineb võrrandist (2.1.14) selle poolest, et vaakumi elektriline läbitavus on asen-
dunud keskkonna elektrilise läbitavusega.
Poissoni võrrandi (2.1.14) või (2.1.22) erijuhtu, mis kehtib ruumipiirkondades,
kus ϱ = 0,
∇2ϕ = 0 (2.1.23)
nimetatakse Laplace’i võrrandiks.
Elektrostaatikas tuleb lahendada rajaülesandeid Poissoni võrrandi või Laplace’i
võrrandi jaoks. Siin on tarvis leida elektriväli, mille potentsiaal rahuldab teatud
tingimusi uuritavat ruumipiirkonda piiraval pinnal, mis võib osaliselt või täielikult
paikneda ka lõpmatuses. Neid tingimusi nimetatakse rajatingimusteks. Kui on leitud
Poissoni või Laplace’i võrrandi lahendiks olev potentsiaal, mis rahuldab vajalikke
tingimusi, siis on valemi (2.1.9) alusel määratud ka otsitava elektrivälja tugevus.
2.2 Rajatingimused elektrostaatika ülesandes
Esitame järgnevalt olulisemad rajatingimused Poissoni või Laplace’i võrrandi lahen-
damiseks vaadeldavat ruumala V ümbritseval pinnal S.
(i) Pinnal on antud elektrivälja potentsiaal.
Seega on rajatingimuseks
ϕ(r)|S = f(r); r ∈ S, (2.2.1)
kus f(r) on etteantud funktsioon. Tegemist on esimest liiki rajaülesandega ehk Di-
richlet’ ülesandega, vt alampunkt 10.2.2. Tingimust (2.2.1) nimetatakse ka Dirichlet’
rajatingimuseks.
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Näiteks on siin ruumipiirkond, mis jääb väljapoole etteantud potentsiaalidega
juhtide süsteemi4 ja lõpmatuses paikneva pinna vahele, kus potentsiaal on võrdne
nulliga.5







= f(r); r ∈ S, (2.2.2)
kus ∂/∂n|S tähistab pinna normaali suunalist tuletist. Tegemist on teist liiki raja-
ülesandega ehk Neumanni ülesandega, vt alampunkt 10.2.2. Tingimust (2.2.2) nime-
tatakse ka Neumanni rajatingimuseks.6
Erinevalt eelmisest rajatingmusest ei ole nüüd mitte juhtide potentsiaalid, vaid






kus En on elektrivälja tugevuse vektori projektsioon juhi pinna välise normaali suu-





kus γ on juhi pindlaengu tihedus, siis on rajatingimusega antud ka pindlaengute
jaotus juhtide pinnal.
Saab näidata, et toodud rajatingimuste korral on Poissoni või Laplace’i võrrandi
lahend ühene ja füüsikaliselt mõistlik. Märgime veel, et elektrostaatika ülesanne on
üheselt lahenduv ka siis, kui pindlaengute jaotuse asemel juhtide pindadel on teada
juhtide kogulaengud.
2.3 Lainevõrrandid elektromagnetvälja potentsiaali-
de jaoks
Lähtume Maxwelli võrranditest keskkonnas:
∇× E = −∂B
∂t
, (2.3.1)
4 Elektrostaatilises situatsioonis on elektrivälja potentsiaal ϕ juhi sees konstantne ja elektrivälja
tugevus E = −∇ϕ on võrdne nulliga.
5 Standardselt eeldatakse, et elektrostaatilise välja potentsiaal, aga ka üldisemalt elektromag-
netvälja potentsiaalid, lähenevad lõpmatusse eemaldumisel nullile.
6 Täpsustame, et Neumanni rajatingimuse korral on Poissoni võrrandi lahend antud aditiivse
konstandi täpsusega. Viimase võib aga kõrvale jätta.
7 Elektrivälja tugevuse vektori projektsioon risti juhi pinna välise normaali suunaga Et = 0.
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∇ ·B = 0, (2.3.2)
∇×H = j + ∂D
∂t
, (2.3.3)
∇ ·D = ϱ, (2.3.4)
kus E on elektrivälja tugevus, B on magnetinduktsioon, H on magnetvälja tugevus, D
on elektriinduktsioon ehk elektrinihe, ϱ on vabade laengute või ka kõrvaliste laengute
tihedus ja j on vastav voolutihedus. Valemid (2.3.1) ja (2.3.2) moodustavad Maxwelli
võrrandite esimese paari ning valemid (2.3.3) ja (2.3.4) teise paari. Maxwelli võrran-
deid täiendavad ainevõrrandid
B = µH, (2.3.5)
D = ϵE, (2.3.6)
kus µ on keskkonna magnetiline läbitavus ja ϵ on keskkonna elektriline läbitavus. Me
oleme eeldanud, et keskkond on homogeenne, isotroopne ja statsionaarne. Märgime
samuti, et lineaarsed seosed (2.3.5) ja (2.3.6) ei kehti mittelineaarsetes keskkondades,
nagu seda on vastavalt ferromagneetikud ja ferroelektrikud.
Kui esitada
E = −∇ϕ− ∂A
∂t
, (2.3.7)
B = ∇×A, (2.3.8)
kus ϕ on elektromagnetvälja skalaarpotentsiaal ja A elektromagnetvälja vektorpo-
tentsiaal, siis on Maxwelli võrrandite esimene paar identselt rahuldatud. Võrrandid
potentsiaalide jaoks saadakse Maxwelli võrrandite teisest paarist.








Pärast asendusi valemisse (2.3.3) saab sellele anda kuju
∇
(







Viimase võrduse vasaku poole esimeses liikmes sisaldub nii vektorpotentsiaal kui
ka skalaarpotentsiaal. Selle liikme saame teha võrdseks nulliga alljärgneval viisil.
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Nimelt, välja potentsiaalid ei ole määratud üheselt, vaid kalibratsioonteisenduste
täpsusega
ϕ′ = ϕ− ∂Ψ
∂t
,
A′ = A +∇Ψ, (2.3.11)
kus Ψ on suvaline ruumikoordinaatide ja aja funktsioon. Võib veenduda, et valemi-
tega (2.3.7) ja (2.3.8) esitatud väljavektorid E ja B ei muutu, kui potentsiaalidele
Φ ja A rakendada teisendusi (2.3.11). See võimaldab panna välja potentsiaalidele
peale lisatingimusi. Olgu selleks Lorentzi kalibratsioonitingimus
∇ ·A + ϵµ∂ϕ
∂t
= 0. (2.3.12)




−∇2A = µj. (2.3.13)





−∇2ϕ = ϵ−1ϱ. (2.3.14)
Vaakumis
ϵµ = ϵ0µ0 = c−2, (2.3.15)
kus ϵ0 ja µ0 on vaakumi elektriline ja magnetiline läbitavus ehk elektrikonstant ja







jõuame järgmiste võrranditeni välja potentsiaalide jaoks
A = µ0j, (2.3.17)
ϕ = ϵ−10 ϱ, (2.3.18)
kus voolutihedus j = j(r, t) ja laengutihedus ϱ = ϱ(r, t) on etteantud ruumikoordi-
naatide ja aja funktsioonid, mis kirjeldavad välja allikaid.
I. Osatuletistega diferentsiaalvõrrandite näiteid füüsikas
Teet Örd 26
2.4 Helmholtzi võrrandid elektromagnetvälja po-
tentsiaalide jaoks
Elektromagnetvälja potentsiaalid laenguvabas ruumis rahuldavad võrrandeid
A = 0, (2.4.1)
ϕ = 0. (2.4.2)
Potentsiaalid on siin ruumikoordinaatide ja aja funktsioonid, A = A(r, t) ja ϕ =
ϕ(r, t).
Otsime võrrandite (2.4.1) ja (2.4.2) selliseid lahendeid, mis muutuvad ajas har-
mooniliselt. Võtame vaatluse alla konkreetselt skalaarpotentsiaali, mille esitame
ϕ(r, t) = Ξ(r) exp (iωt) , (2.4.3)
kus ω on momokromaatse välja sagedus. Pärast vastavat asendust võrrandisse (2.4.2)










Analoogsed homogeensed Helmholtzi võrrandid saadakse loomulikult ka vektorpo-
tentsiaali komponentide jaoks.
3. Elastsusteooria
3.1 Keele võnkumise võrrand
Keeleks nimetame pingulitõmmatud elastset painduvat traati. Olgu tasakaaluasen-
dis keel suunatud piki x-telge. Kui keel tasakaaluasendist välja viia ja jätta siis oma-
pead, hakkab see võnkuma. Olgu u(x, t) koordinaadiga x keele punkti kõrvalekalle
tasakaaluasendist ajahetkel t. Edaspidi vaatleme ainult keele väikesi ristvõnkumisi
ühes ja samas x-teljega risti olevas tasandis. Võnkumiste väiksuse eeldus tähendab
seda, et tuletis ∂u/∂x on nii väike, et võib piirduda ainult selle suhtes lineaarsete
panustega.
Vaatleme keele lõiku, mille otspunktide koordinaadid on x ja x+∆x, vt joonis 3.1.
Olgu F (x, t) keele punktis x ajahetkel t mõjuv pingejõud. Seoses tehtud võnkumiste
väiksuse eeldusega saab näidata,1 et
|F(x, t)| ≈ F = const, (3.1.1)
st pingejõu moodul ei sõltu antud lähenduses koordinaadist x ja ajast t. Selles lä-
henduses võime lugeda, et keele lõik liigub ainult u-telje sihis ja ignoreerida selle
x-telje sihilist liikumist.
Lõigule, mille otspunktide koordinaadid on x ja x + ∆x, mõjuva summaarse
pingejõu u-telje suunaline komponent on
F sin θ(x+ ∆x, t)− F sin θ(x, t), (3.1.2)
kus θ(x, t) on nurk punktis x keelele võetud puutuja ja x-telje positiivse suuna vahel
ajahetkel t. Kirjutame viimase valemi ümber kujul
F
∆x {sin θ(x+ ∆x, t)− sin θ(x, t)}∆x (3.1.3)
ning läheme piirile ∆x → 0. See annab otspunktidega x ja x + dx keele lõigule
mõjuva summaarse pingejõu u-telje suunalise komponendi jaoks
F
∂ sin θ(x, t)
∂x
dx. (3.1.4)
1 Vt näiteks M. Liigant "Matemaatilise füüsika võrrandid I. Põhivõrrandid. Klassifikatsioon.
Cauchy ülesanne", Tartu, 1977.
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Joonis 3.1. Tasakaaluasendist väljaviidud keel
Väikeste võnkumiste korral kehtib
sin θ(x, t) ≈ ∂u(x, t)
∂x
; cos θ(x, t) ≈ 1. (3.1.5)




















Homogeense keele korral ϱ(x) = const.
3.2 Varda pikivõnkumise võrrand
Vaatleme elastset varrast ristlõike pindalaga S. Varras olgu suunatud piki x-telge.
Kui varrast telje sihis välja venitada või kokku suruda ja jätta seejärel omapead, siis
tekivad vardas pikivõnkumised. Järgnevalt tuletame võrrandi, mis kirjeldab neid
võnkumisi.
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Olgu varda mingi ristlõike koordinaat tasakaaluasendis x ja selle sama ristlõike
koordinaat suvalisel ajahetkel t olgu x+u(x, t), kus u on varda ristlõike nihe. Mingi
teise ristlõike koordinaat tasakaaluasendis olgu x + ∆x. Selle ristlõike koordinaat
ajahetkel t on ilmselt x+ ∆x+ u(x+ ∆x, t). Varda lõigu, mille otste koordinaadid
tasakaaluasendis on x ja x+ ∆x, pikkuse suhteline muutus avaldub
(∆x)−1 {[x+ ∆x+ u(x+ ∆x, t)]− [x+ u(x, t)]−∆x}
= (∆x)−1 {u(x+ ∆x, t)− u(x, t)} . (3.2.1)
Läheme piirile ∆x→ 0. Siis on vaadeldava pikkuse suhteline muutus ajahetkel t
võrdne osatuletisega ∂u(x, t)/∂x.
Väikeste deformatsioonide korral kehtib Hooke’i seadus, mille kohaselt on elast-
se varda pikkuse suhteline muutus võrdeline piki varda telge mõjuva pingejõuga.
Rakendades seda varda lõigule pikkusega dx, võime kirjutada
F (x, t) = SE(x)∂u(x, t)
∂x
, (3.2.2)
kus F (x, t) on varda deformeerumise tõttu selle ristlõikele, mille koordinaadiks on
x, ajahetkel t mõjuv pingejõud ja E(x) on Youngi moodul. Viimane iseloomustab
varda materjali.
Varda lõigule, mida piiravad ristlõiked koordinaatidega x ja x+ ∆x, ajahetkel t
mõjuv pingejõud on ilmselt
F (x+ ∆x, t)− F (x, t) = [F (x+ ∆x, t)− F (x, t)] ∆x∆x . (3.2.3)
Minnes siin piirile ∆x→ 0, saame
∂F (x, t)
∂x









































Seega langeb homogeense varda pikivõnkumiste võrrand formaalselt kokku homo-
geense keele ristvõnkumiste võrrandiga.
3.3 Rajatingimused keele võnkumise ülesandes
Nimetame kahte liiki rajatingimusi keele võnkumise ülesande korral.
(i) Ette on antud keele otspunkti liikumise režiim.
Vaatleme keele otspunkti koordinaadiga x = x0. Vastavaks võrrandi (3.1.7) ra-
jatingimuseks on siis
u(x0, t) = f(t), (3.3.1)
kus f(t) on ette antud aja funktsioon. Erijuhul, kui f = const, saame keele, mille
otspunkti x = x0 asukoht u-teljel on fikseeritud. Allpool punktis 10.1 sissetoodava
rajatingimuste klassifikatsiooni kohaselt on tegemist esimest liiki rajatingimusega.
(ii) Ette on antud keele otspunktile mõjuv jõud.
Koordinaadiga x = x0 määratud keele otspunkti asukoht ei ole u-teljel fikseeri-











Tuletame soojusjuhtivuse võrrandi üldisel kujul. Olgu T = T (r, t) keskkonna tem-
peratuur ruumipunktis r ajahetkel t. Olgu ϱ = ϱ(r) keskkonna tihedus, c = c(r)
soojusmahtuvus ja k = k(r) soojusjuhtivustegur. Olgu F = F (r, t) soojusallikate
või neelajate intensiivsus ruumipunktis r ajahetkel t. Vaatleme keskkonnast väl-
jaeraldatud suvalist ruumala V, mida piirab pind S. Selle pinna välise normaali
suunaline ühikvektor on n.
Meid huvitab soojuslik balanss ruumalas V ajavahemiku t . . . t+ dt jooksul. Sel-
leks arvestame kolme faktoriga.





k(∇T · n)dSdt, (4.1.1)




∇ · (k∇T )dV dt, (4.1.2)
kus dV on ruumala element.
2. Soojusallikate arvel ruumalas V tekkiv (Q2 > 0) või soojuse neelajate arvel





3. Soojushulk, mis on vajalik selleks, et ruumalas V ajavahemiku t . . . t+dt jooksul











Q3 = Q1 +Q2, (4.1.5)
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∇ · (k∇T ) + F − cϱ∂T
∂t
}
dV dt = 0. (4.1.6)
Kuna integreerimisruumala V on siin suvaline, siis selleks et kehtiks võrdus (4.1.6),




= ∇ · (k(r)∇T ) + F (r, t). (4.1.7)
4.2 Difusioonivõrrand
Difusiooni kirjeldava üldise võrrandi tuletamine on põhimõtteliselt analoogne soo-
jusjuhtivuse võrrandi tuletamise skeemiga. Soojushulkade Q1,2,3 asemel figureerivad
siin vastavad difundeeruva aine hulgad ja tulemuseks saadakse võrrand
P (r)∂w
∂t
= ∇ · (D(r)∇w) + F (r, t), (4.2.1)
kus w on difundeeruva aine kontsentratsioon, P on poorsustegur, D on difusiooni-
tegur ja F on difundeeruva aine allikate või neelajate intensiivsus.
4.3 Soojusjuhtivuse võrrand ja difusioonivõrrand
homogeenses keskkonnas
Homogeense keskkonna korral saavad soojusjuhtivuse võrrand (4.1.7) ja difusiooni-










= D∇2w + F (r, t). (4.3.2)
Kirjutame need võrrandid üles ühise valemina
∂u
∂t
= D∇2u+ g(r, t), (4.3.3)
kus on tähistatud seoses soojusjuhtivusega T ≡ u, k/cϱ ≡ D ja F (r, t)/cϱ ≡ g(r, t)
ning seoses difusiooniga w ≡ u, D/P ≡ D ja F (r, t)/P ≡ g(r, t).
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Toimugu soojuse ülekanne või difusioon x-telje sihis paiknevas homogeenses var-
das. Me eeldame, et
i) varda küljed on väliskeskkonnast isoleeritud, st soojusjuhtivus või difusioon
läbi varda külgpinna puudub;
ii) varras on nii peenike, et selle igas ristlõikes võib temperatuuri või difundeeru-
va aine kontsentratsiooni lugeda ligikaudu konstantseks, st need suurused sõltuvad
ainult ruumikoordinaadist x ja ajast t.






+ g(x, t). (4.3.4)








4.4 Külgülekandega soojusjuhtivuse võrrand ja di-
fusioonivõrrand
Vaatleme soojusjuhtivust või difusiooni vardas, mille küljed ei ole isoleeritud. Soojuse
või aine ülekande läbi varda külgpinna loeme võrdeliseks vahega u − u0, kus u0 on
temperatuur või aine kontsentratsioon väliskeskkonnas vahetult varda külgpinna
läheduses.1 Võrrandisse (4.3.4) ilmub nüüd lisaliige
−ν(u− u0), (4.4.1)
kus ν = const > 0. Kui on põhjendatud eeldus, et u0 ei sõltu ruumikoordinaadist
x ja ajast t, siis minnes üle uuele otsitavale funktsioonile u − u0 = ũ ≡ u, saame






− νu+ g(x, t). (4.4.2)
1 Soojuse ülekande korral tähendab see seda, et soojusvahetus läbi varda külgpinna allub New-
toni seadusele (vt näiteks A. N. Tikhonov, A. A. Samarskii, "Equations of Mathematical Physics",
Dover Publications Inc., New York, 2011; W. E. Boyce, R. C. DiPrima "Elementary differential
equations and boundary value problems", John Wiley & Sons, New York [etc.], 2013.)
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4.5 Soojusjuhtivuse võrrand ja difusioonivõrrand
konvektsiooni olemasolu korral
Konvektsiooniks nimetatakse aine ülekannet vedelas keskkonnas vedeliku voolamise
tõttu. Voolamise olemasolu korral tekib võrrandisse (4.3.3) lisaliige, mis kirjeldab
konvektiivset difusiooni, nii et
∂u
∂t
= D∇2u−∇ · (Vu) + g(r, t), (4.5.1)
kus V = V(r) on vedeliku voolamise kiirus. Juhul kui vedelik ei ole kokkusurutav,
on kiiruse divergents võrdne nulliga ning võrrand (4.5.1) saab kuju
∂u
∂t
= D∇2u−V · ∇u+ g(r, t). (4.5.2)
Kui difusioon ja voolamine kiirusega V = const toimub piki x-telge, siis kehtib








+ g(x, t). (4.5.3)
4.6 Rajatingimused soojusjuhtivuse ülesandes
Vaatleme soojuslevi x-telje sihis orienteeritud vardas, mille otsad paiknevad punkti-
des x = 0 ja x = L, ning interpreteerime varda otste jaoks kehtivaid rajatingimusi.
Otsitav funktsioon u(x, t) on temperatuur. Kasutame siin rajatingimuste üldist klas-
sifikatsiooni (vt punkt 10.1).
(i) Esimest liiki rajatingimus
u(x0, t) = µ1(x0, t); t ≥ 0, (4.6.1)
kus siin ja allpool x0 = 0 või x0 = L, tähendab seda, et varda otsa temperatuur
u(x0, t) (4.6.2)
on ette antud, kusjuures üldjuhul on see aja funktsioon.





= µ2(x0, t); t ≥ 0 (4.6.3)
korral ei ole varda otsa temperatuur teada. Kuid ette on antud varda otsa pindala-








kus k = const > 0 on soojusjuhtivustegur. Valemis (4.6.4) sisalduv positiivne osa-
tuletis vastab paremalt vasakule ja negatiivne vasakult paremale läbi vastava varda






= 0; t ≥ 0. (4.6.5)





+ γ(x0, t)u(x0, t) = µ3(x0, t); t ≥ 0 (4.6.6)
kirjeldab olukorda, kus ei ole teada ei varda otsa temperatuur (4.6.2) ega ka varda
otsa läbiv soojushulk (4.6.4). Küll aga on teada väliskeskkonna temperatuur
u0(x0, t) (4.6.7)
vahetult varda otsa juures. Lugedes soojushulga (4.6.4) võrdeliseks temperatuuri-













= −ν[u(L, t)− u0(L, t)], (4.6.9)
kus ν = const > 0 ning on võetud arvesse, et soojus liigub kõrgema temperatuuriga
piirkonnast madalama temperatuuriga piirkonda. Viimastest võrdustest järelduvad
otseselt kolmandat liiki rajatingimused.

5. Pidevuse võrrand
5.1 Pidevuse võrrand ja jäävusseadus
Mingi suuruse (näiteks energia, elektrilaeng, mass jne) jäävusseadus on otseselt seo-
tud pidevuse võrrandiga selle suuruse jaoks.






on selle suuruse hulk ruumalas V . Olgu suuruse Q muutumise kiirus ruumalas V
määratud Q vooga J läbi ruumalat V ümbritseva pinna S:
dQV





kus j on suuruse Q voo tihedus ja dS on pinnaelemendi vektor, mis on definitsiooni























Valem (5.1.5) kujutab endast pidevuse võrrandit integraalsel kujul. See väljendab
suuruse Q jaoks kehtivat jäävusseadust. Kui voog läbi pinna S puudub, st võrrandi
(5.1.5) parem pool võrdub nulliga, siis on suurus Q ruumalas V jääv:
dQV
dt = 0. (5.1.6)
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∇ · j(r, t)dV. (5.1.7)






+∇ · j(r, t)
]
dV = 0. (5.1.8)
Kuna viimane võrdus peab kehtima suvalise integreerimisruumala korral, siis peab
integraalialune avaldis võrduma nulliga,
∂ϱ(r, t)
∂t
+∇ · j(r, t) = 0. (5.1.9)
Tulemuseks oleme saanud pidevuse võrrandi diferentsiaalsel kujul.
Üldjuhul on võrrandis (5.1.9) otsitavad funktsioonid ϱ ja vektori j komponendid
ning järelikult ei ole pidevuse võrrand (5.1.9) kinnine. Seepärast tuleb seda võrran-
dit kasutada koos teiste konkreetse süsteemi ajalis-ruumilist käitumist kirjeldavate
võrranditega.
5.2 Allikaga pidevuse võrrand












siis suuruse Q hulk ruumalas V üldiselt muutub.1 Sellisel juhul
dQV
dt ̸= 0 (5.2.2)
ka siis, kui suuruse Q voog läbi ruumala V ümbritseva pinna S puudub ning seega
Q ei ole ruumalas V enam jääv. Ette antud ruumikoordinaatide ja aja funktsioo-
ni σ(r, t) nimetatakse suuruse Q allika intensiivsuseks. Valem (5.2.1) annab meile
allikaga pidevuse võrrandi integraalsel kujul. Analoogselt valemiga (5.1.9) jõutakse
allikaga pidevuse võrrandini diferentsiaalsel kujul:
∂ϱ(r, t)
∂t
+∇ · j(r, t) = σ(r, t). (5.2.3)
Allikaga pidevuse võrrandi abil saab näiteks formuleerida termodünaamika teist
printsiipi mittetasakaalulise protsessi jaoks. Sellisel juhul on ϱ entroopia tihedus, j
on entroopia voo tihedus ja σ on entroopia allika intensiivsus.
1 Loomulikult võib ühtlasi muutuda ka suuruse Q voog läbi ruumala V ümbritseva pinna S.
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6. Võrrandite klassifikatsioon ja ka-
noonilised kujud
6.1 Võrrandite klassifikatsioon
Võrrandit, mis seob otsitavat mitme muutuja funktsiooni tema osatuletiste ja sõltu-
matute muutujatega, nimetatakse osatuletistega diferentsiaalvõrrandiks. Kahe sõltu-












kus u(x1, x2) on otsitav funktsioon. Funktsioon F annab seose sõltumatute muutu-




Võrrandit (6.1.1) nimetatakse kvaasilineaarseks osatuletistega diferentsiaalvõr-
randiks, kui ta on lineaarne funktsiooni u(x1, x2) esimest järku osatuletiste suhtes.




+ a2(x1, x2, u)
∂u
∂x2
= f(x1, x2, u), (6.1.2)
kus a1(x1, x2, u), a2(x1, x2, u) ja f(x1, x2, u) on etteantud funktsioonid.





ning nende kordajad on funktsioonid ainult sõltumatutest muutujatest x1, x2 . Üldine







+ a3(x1, x2)u = f(x1, x2), (6.1.3)
kus a1(x1, x2), a2(x1, x2), a3(x1, x2) ja f(x1, x2) on etteantud funktsioonid.
Võrrandeid (6.1.2) ja (6.1.3) nimetatakse homogeenseks või mittehomogeenseks
vastavalt sellele kas f ≡ 0 või mitte.
Harilike diferentsiaalvõrrandite kursusest teame, et esimest järku hariliku dife-
rentsiaalvõrrandi lahend sõltub argumendist ja ühest suvalisest konstandist. Esimest
järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahend aga võib sõltuda ühest suvalisest
funktsioonist.
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6.2 Lineaarsete võrrandite kanoonilised kujud
Osatuletistega diferentsiaalvõrrandi (6.1.3) lahendamise üks võimalus on viia see
kanoonilisele kujule.
Läheme sõltumatutelt muutujatelt x1, x2 üle uutele muutujatele
ξ1,2 = ξ1,2(x1, x2). (6.2.1)















































































Võrrandi (6.2.5) kuju nimetame kanooniliseks, kui A2 = 0 . Valemist (6.2.6)








Näitame nüüd, et kui A2 = 0 , siis A1 ei saa olla null. Võrdusi (6.2.6) võime
vaadelda kui mittehomogeenset võrrandisüsteemi kordajate a1 ja a2 jaoks. Selle






mis eelduse kohaselt on nullist erinev. Seetõttu on süsteemil üks lahend. Kui A1
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ja A2 oleksid korraga nullid, siis on valemite (6.2.6) näol tegemist homogeense võr-





on nullist erinev. See
aga tähendaks, et a1 ja a2 võrduksid nulliga, mis on vastuolus eeldusega, et võr-
rand (6.1.3) on osatuletistega diferentsiaalvõrrand. Järelikult A1 ̸= 0, kui A2 = 0 .
Seetõttu võime kordajaga A1 võrrandi (6.2.5) läbi jagada.
Eeldusel, et kehtib võrdus (6.2.7), saame võrrandi kanoonilise kuju
∂u
∂ξ1










Punktis 7.3 lahendame esimest järku lineaarse osatuletistega diferentsiaalvõrrandi,
kasutades selleks kanoonilist kuju (6.2.8). Vaatleme nüüd paari konkreetset näidet
kanoonilisele kujule viimise kohta.






+ cu = d,
kus a, b, c, d = const.
Lahendus. Konstantsete kordajatega võrrandi kanoonilisele kujule viimiseks teeme
muutuja vahetuse
ξ1 = x1,
ξ2 = bx1 − ax2.
Kuna antud juhul a1 = a ja a2 = b , siis saame avaldiste (6.2.6) alusel
A1 = a,
A2 = ab− ba = 0.
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Lahendus. Võrrandi kanoonilisele kujule viimiseks teeme muutujate vahetuse




Kuna antud juhul a1 = x2 ja a2 = 1 , siis saame avaldiste (6.2.6) alusel
A1 = 0,
A2 = 1.






6.3 Esimest järku osatuletistega võrrandite esi-
mesed integraalid
Esimest järku osatuletistega võrrandite esimeste integraalide sissetoomiseks kasuta-
me diferentsiaalvõrrandite teooriast teadaolevat sümmeetrilise diferentsiaalvõrran-
dite süsteemi1 esimese integraali mõistet.
Olgu diferentsiaalvõrrandite süsteemi kujul
dx2
dx1





= b3(x1, x2, x3)
b1(x1, x2, x3)
, (6.3.1)
kus b1,2,3(x1, x2, x3) on ette antud pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Sellist kuju
nimetatakse süsteemi normaalkujuks. Viime normaalkujulise süsteemi (6.3.1) süm-



















1Sümmeetrilise diferentsiaalvõrrandite süsteemi kohta vt A. Pedas, G. Vainikko "Harilikud di-
ferentsiaalvõrrandid"Tartu, 2011.
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Diferentsiaalvõrrandite süsteemi (6.3.3) nimetataksegi süsteemi (6.3.1) sümmeetri-
liseks kujuks.
Kui süsteemis (6.3.1) on sõltumatu muutja rollis x1, siis sümmetrilises süsteemis
(6.3.3) võime vaadelda sõltumatu muutujana ükskõik millist muutujatest x1, x2, x3
ning ülejäänud lugeda selle väljavalitud muutuja funktsioonideks.
Diferentsiaalvõrrandite teoorias defineeritakse sümmeetrilise diferentsiaalvõrran-
dite süsteemi esimene integraal järgmiselt. Mittekonstantset pidevalt diferentseeru-
vat funktsiooni Ψ(x1, x2, x3) nimetatakse sümmeetrilise diferentsiaalvõrrandite süs-
teemi (6.3.3) esimeseks integraaliks, kui selles funktsioonis muutujate x1, x2, x3 asen-
damisel süsteemi (6.3.3) mistahes lahendiga x1(s), x2(s), x3(s) muutub funktsioon Ψ
konstantseks parameetri s suhtes:
Ψ(x1(s), x2(s), x3(s)) ≡ const . (6.3.4)
Süsteemi (6.3.3) lahendi on siin esitatud parameetrilisel kujul.
Sageli nimetatakse esimeseks integraaliks mitte funktsiooni Ψ(x1, x2, x3) ennast,
vaid võrrandit
Ψ(x1, x2, x3) = c, c = const . (6.3.5)









dx3 = 0 . (6.3.6)
Teisalt järeldub valemist (6.3.3), et
dx1 = αb1(x1, x2, x3),
dx2 = αb2(x1, x2, x3),
dx3 = αb3(x1, x2, x3), (6.3.7)
kus α = const. Teeme nüüd valemist (6.3.7) asendused võrrandisse (6.3.6). Siis
näeme, et diferentseeruv mittekonstantne funktsioon Ψ(x1, x2, x3) on sümmeetrilise




+ b2(x1, x2, x3)
∂Ψ
∂x2
+ b3(x1, x2, x3)
∂Ψ
∂x3
= 0 . (6.3.8)




+ b2(x1, x2, x3)
∂v
∂x2
+ b3(x1, x2, x3)
∂v
∂x3
= 0 . (6.3.9)




+ b2(x1, x2, u)
∂v
∂x2
+ b3(x1, x2, u)
∂v
∂u
= 0 . (6.3.10)
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Seejuures eeldame, et u = u(x1, x2) rahuldab võrrandit
v(x1, x2, u) = 0 . (6.3.11)
Edasi vaatleme kolme juhtu.
(i) Olgu
b1(x1, x2, u) = a1(x1, x2),
b2(x1, x2, u) = a2(x1, x2),
b3(x1, x2, u) = 0 . (6.3.12)







= 0 . (6.3.13)















; i = 1, 2. (6.3.15)
Teeme asendused valemist (6.3.15) võrrandisse (6.3.13) ning jagame suurusega − ∂v
∂u
.







= 0 . (6.3.16)
Teeme asendused valemist (6.3.12) süsteemi (6.3.3). See annab diferentsiaalvõrran-






Sümmeetrilise süsteemi (6.3.17) esimene integraal Ψ = Ψ(x1, x2) peab eelneva põhjal







= 0 . (6.3.18)
Teisalt oleme saanud valemist (6.3.13) esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõr-
randi (6.3.16). Selleks kasutasime eeldust, et kehtib tingimus (6.3.11). Seega eksistee-
rib ühene vastavus sümmeetrilise süsteemi (6.3.17) esimesese integraali Ψ(x1, x2, u)
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ja esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandi (6.3.16) vahel. Edaspidi nimeta-
me võrrandi (6.3.16) esimeseks integraaliks sümmeetrilise süsteemi (6.3.17) esimest
integraali.
(ii) Olgu
b1(x1, x2, u) = a1(x1, x2),
b2(x1, x2, u) = a2(x1, x2),
b3(x1, x2, u) = f(x1, x2)− a3(x1, x2)u . (6.3.19)







+ (f(x1, x2)− a3(x1, x2)u)
∂v
∂u
= 0 . (6.3.20)
Teeme valemist (6.3.15) asenduse võrrandisse (6.3.20) ning jagame suurusega − ∂v
∂u
.







+ a3(x1, x2)u = f(x1, x2) .
Teeme asendused valemist (6.3.19) süsteemi (6.3.3) ning võtame x3 = u. See annab






f(x1, x2)− a3(x1, x2)u
. (6.3.21)
Eelneva põhjal peab sümmeetrilise süsteemi (6.3.21) esimesene integraal Ψ(x1, x2, u)







+ (f(x1, x2)− a3(x1, x2)u)
∂Ψ
∂u
= 0 . (6.3.22)
Teisalt oleme saanud valemist (6.3.20) esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõr-
randi (6.1.3). Selleks kasutasime eeldust, et kehtib tingimus (6.3.11). Seega eksistee-
rib ühene vastavus sümmeetrilise süsteemi (6.3.21) esimesese integraali Ψ(x1, x2, u)
ja esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandi (6.1.3) vahel. Edaspidi nimeta-
me võrrandi (6.1.3) esimeseks integraaliks sümmeetrilise süsteemi (6.3.21) esimest
integraali.
(iii) Olgu
b1(x1, x2, u) = a1(x1, x2, u),
b2(x1, x2, u) = a2(x1, x2, u),
b3(x1, x2, u) = f(x1, x2, u) . (6.3.23)
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+ a2(x1, x2, u)
∂v
∂x2
+ f(x1, x2, u)
∂v
∂u
= 0 . (6.3.24)
Teeme valemist (6.3.15) asenduse võrrandisse (6.3.24) ning jagame suurusega − ∂v
∂u
.




+ a2(x1, x2, u)
∂u
∂x2
= f(x1, x2, u).
Teeme asendused valemist (6.3.23) süsteemi (6.3.3) ning võtame x3 = u. See annab








Eelneva põhjal peab sümmeetrilise süsteemi (6.3.25) esimesene integraal Ψ(x1, x2, u)







+ f(x1, x2, u)
∂Ψ
∂u
= 0 . (6.3.26)
Teisalt oleme saanud valemist (6.3.24) esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõr-
randi (6.1.2). Selleks kasutasime eeldust, et kehtib tingimus (6.3.11). Seega eksistee-
rib ühene vastavus sümmeetrilise süsteemi (6.3.25) esimesese integraali Ψ(x1, x2, u)
ja esimest järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandi (6.1.2) vahel. Edaspidi nimeta-
me võrrandi (6.1.2) esimeseks integraaliks sümmeetrilise süsteemi (6.3.25) esimest
integraali.
7. Lineaarsete võrrandite lahenda-
mine
Allpool käsitleme kolme võimalust lineaarsete esimest järku osatuletistega diferent-
siaalvõrrandite lahendamiseks. Need on karakteristikute meetod, kanooniliste kuju-
de meetod ja muutujate eraldamise meetod.
7.1 Lisatingimused esimest järku osatuletistega di-
ferentsiaalvõrrandi lahendamiseks
Lisatingimusega ülesanne1 osatuletistega diferentsiaalvõrrandi (6.1.1) jaoks seisneb
järgnevas: leida selline lahend ehk integraalpind, mis läbib etteantud kõverat
x1 = x1(s), x2 = x2(s), u = u(s),
kus s on parameeter. See tähendab võrrandi (6.1.1) sellise lahendi Φ(x1, x2, u) = 0
leidmist, mille korral kehtib samasus
Φ(x1(s), x2(s), u(s)) ≡ 0.
Kõvera, mida integraalpind peab läbima, andsime siin ette parameetri s abil. Seda
võib teha ka teisel viisil. Näiteks on ülesanded, mille korral kõver on tasandiline. Sel
juhul peab integraalpind läbima kõveraid (x10, x20 on etteantud konstandid) x1 =
x10, u = g(x2) või x2 = x20, u = h(x1) , mille saab esitada vastavalt lisatingimusena
u(x10, x2) = g(x2)
või
u(x1, x20) = h(x1).
1 Enamasti nimetatakse seda Cauchy ülesandeks. Kuna aga õpiku järgmises osas on Cauchy
ülesandel mõneti kitsam tähendus, siis seda terminit me siin ei kasuta.
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Lisatingimusega ülesandes kvaasilineaarse võrrandi (6.1.2) jaoks tuleb leida võr-
randi (6.1.2) integraalpind u = u(x1, x2) , mis läbib etteantud kõverat
x1 = x1(s), x2 = x2(s), u = u(s). (7.1.1)
Samamoodi saab defineerida lisatingimusega ülesande lineaarse võrrandi (6.1.3) jaoks.
7.2 Karakteristikute meetod
Eeldame, et võrrandis (6.2.7) tuletis ∂ξ2
∂x2
ei võrdu nulliga üheski vaadeldava piirkonna









Vaatleme nüüd ξ2 kui uut muutujat, mille defineerime soese








dx2 = 0. (7.2.3)






Võrrandit (7.2.4) nimetatakse lineaarse osatuletistega võrrandi (6.1.3) karakterist-
likuks võrrandiks. Karakteristliku võrrandi lahendeid kujul x1 = x1(x2, ξ2) (ξ2 on
siin integreerimiskonstant) nimetatakse karakteristikuteks.
Näitame, et sobivalt valitud sõltuvuste x1(s) ja x2(s) korral saab võrrand (6.1.3)
kuju
du
ds = f − a3u. (7.2.5)




ds = a2, (7.2.6)
kus s on parameeter.
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ds = f − a3u.







+ a3(x1, x2)u = f(x1, x2)
kaks sõltumatut esimest integraali2
Ψ(x1, x2, u) = c1 ja Φ(x1, x2, u) = c2.
Näitame, et võrrandi (6.1.3) lahend avaldub siis ilmutamata3 kujul
F (Ψ(x1, x2, u),Φ(x1, x2, u)) = 0,
kus F on meelevaldne funktsioon, mille kuju sõltub lisatingimustest.







2 Esimesi integraale Ψ(x1, x2, u) ja Φ(x1, x2, u) nimetatakse vaadeldavas piirkonnas sõltumatu-





(vt valem (6.2.2)) on nullist erinev.
3 Olgu antud võrrand
f(x1, x2, u) = 0.
Öeldakse, et see võrrand määrab funktsiooni u = u(x1, x2), kui nimetatud võrrandil on iga x1 ja
x2 korral lahend u. Kui funktsioon u = u(x1, x2) on määratud eeslpool toodud võrrandiga, siis
öeldakse, et funktsioon u on antud ilmutamata kujul.
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ning samamoodi teisi võrrandisüsteemi kordajaid. Lineaarse homogeense võrrandi-
süsteemi mittetriviaalse lahendi eksisteerimise tingimus avaldub siis järgmiselt:
∣∣∣∣∣
K(Ψ, x1) K(Φ, x1)
K(Ψ, x2) K(Φ, x2)
∣∣∣∣∣ = 0





















Edasi näitame, et seosest (7.2.11) järeldub võrrand (6.1.3). Selleks vaatleme sõl-
tumatuid muutujaid x1 ja x2 ning otsitavat funktsiooni u parameetri s funktsiooni-
dena. Kuna Ψ ja Φ on võrrandi esimesed integraalid, siis Ψ(s) = c1 . Pidades eelnevat






























































































































+ a3(x1, x2)u = f(x1, x2).
Seega
F (Ψ(x1, x2, u),Φ(x1, x2, u)) = 0
on tõesti lineaarse võrrandi (6.1.3) lahend ilmutamata kujul.
Käesolevas lahendusmeetodis tuleb seega leida võrrandi kaks sõltumatut esimest
integraali. Lineaarse võrrandi (6.1.3) lahend u(x1, x2) avaldub nende esimeste integ-
raalide abil.







+ x1x2u = 1
karakteristlik võrrand.
Lahendus. Tegemist võrrandiga (6.1.3), kus a1(x1, x2) = x21, a2(x1, x2) = x2,
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= (x1 + x2)u.
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Seega üks esimestest integraalidest on















Seega teine esimestest integraalidest on




Võrrandi üldlahend avaldub ilmutamata kujul











































Võrrandi üldlahend avaldub ilmutamata kujul
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7.3 Võrrandite lahendamine kanooniliste kujude
abil
Viisime alampunktis 6.2 võrrandi (6.1.3) kanoonilisele kujule
∂u
∂ξ1
+B(ξ1, ξ2)u = Φ(ξ1, ξ2). (7.3.1)
Kanoonilisel kujul oleva võrrandi lahendamiseks korrutame selle mõlemat poolt suu-
rusega exp (
∫




































































Valem (7.3.5) ongi võrrandi (7.3.1) lahend. Võrrandi (6.1.3) lahendi saamiseks tuleb
avaldises (7.3.5) minna tagasi muutujatele x1, x2 .






+ cu = 0,
kus a, b, c = const .
Lahendus. Eeldame, et a ̸= 0. Teeme muutujate vahetuse
ξ1 = x1,
ξ2 = bx1 − ax2.


















[exp (cξ1/a)u] = 0.
Viimase võrduse integreerimine annab
exp (cξ1/a)u = g(ξ2),
kus g on suvaline funktsioon. Siis
u = exp (−cξ1/a) g(ξ2).
Minnes tagasi sõltumatutele muutujatele x1 ja x2, saame võrrandi üldlahendiks
u(x1, x2) = g(bx1 − ax2) exp (−cx1/a) .







+ 2x1x2u = 0.
Lahendus. Teeme muutujate vahetuse
ξ1 = x1,




+ 2ξ1u = 0.
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Minnes tagasi sõltumatutele muutujatele x1 ja x2, saame






Muutujate eraldamise meetodi eesmärk on taandada osatuletistega diferentsiaalvõr-
randi lahendamine harilike diferentsiaalvõrrandite lahendamisele. Selleks eeldatakse,
et osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahend avaldub korrutisena
u(x1, x2) = X(x1)Y (x2) (7.4.1)
või summana
u(x1, x2) = X(x1) + Y (x2). (7.4.2)







+ cu = 0. (7.4.3)



















Kuna viimase võrduse vasak pool sõltub muutujast x1 ja parem pool muutujast x2,
siis saab see võrdus kehtida vaid juhul, kui mõlemad pooled võrduvad ühe ja sama
































kus C1,2 on määramata konstandid. Seega on selle konstantsete kordajatega lineaarse
osatuletisega diferentsiaalvõrrandi lahend










Märgime, et võrrand (7.4.3) on lahendatav ka juhul, kui otsime lahendit summa
kujul. Sel juhul on lahenduskäik aga pikem ja kohmakam.
Osatuletistega võrrandi (6.1.1) täislahendiks nimetatakse sellist lahendit
Ω(x1, x2, u, C, λ) = 0, (7.4.5)
mis sisaldab kahte sõltumatut parameetrit4 C ja λ .
Eelnevast teame (vt alampunkt 6.1), et esimest järku osatuletistega võrrandi üld-
lahend sõltub suvalisest funktsioonist. Järgmises alapunktis kirjeldamegi võimalust
konstrueerida täislahendist üldlahend.






+ d = 0.






+ d = 0
4 Parameetrid C ja λ on sõltumatud, kui võrranditest














on võimalik need parameetrid elimineerida ning tulemuseks on võrrand (6.1.1).
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Kuna viimase võrduse vasak pool sõltub muutujast x1 ja parem pool muutujast x2,
siis saab see võrdus kehtida vaid juhul, kui mõlemad pooled võrduvad konstandiga





























x1 + C3 .
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Kuna viimase võrduse vasak pool sõltub muutujast x1 ja parem pool muutujast x2,
siis saab see võrdus kehtida vaid juhul, kui mõlemad pooled võrduvad konstandiga































kus C1,2 on määramata konstandid. Seega on selle lineaarse osatuletisega diferent-
siaalvõrrandi lahend












7.5 Esimest järku osatuletistega võrrandi täisla-
hendist üldlahendi konstrueerimine
Olgu
Ω(x1, x2, u, C, λ) = 0 (7.5.1)
võrrandi (6.1.1) täislahend. Anname ette mingi sõltuvuse C = Λ(λ) parameetrite C
ja λ vahel. Täislahendist saame siis üheparameetriliste integraalpindade parve
Ω(x1, x2, u,Λ(λ), λ) = 0. (7.5.2)
Vaatleme selle parve mähispinda. Mähispind on selline pind, mis igas oma punktis
puutub mingit parve pinda, omamata sellega ühist pinnatükikest. Integraalpindade
parve (7.5.2) mähispind on leitav võrranditest






dλ = 0 (7.5.3)
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parameetri λ elimineerimise teel (teine võrrand on siin saadud, diferentseerides esi-
mesest võrrandit parameetri λ järgi). Saab näidata, et integraalpindade parve (7.5.2)
mähispind on samuti võrrandi (6.1.1) lahend5.
Võrrandi (6.1.1) üldlahend sõltub ühest suvalisest funktsioonist, milleks on siin
täislahendi parameetrite C ja λ vaheline sõltuvus C = Λ(λ) . Viimase sõltuvuse saab
alati valida nii, et vastav lahend läbiks etteantud kõverat, st oleks lisatingimusega
ülesande lahendiks.
Ülesanded






































7.2. Otsides lahendit kujul u(x1, x2) = X(x1)Y (x2) , lahendage järgmised võrrandid.
a) ∂u
∂x1





































5 Vt. T. Sõrmus, G. Vainikko "Harilikud diferentsiaalvõrrandid", Tallinn, 1972.
8. Kvaasilineaarsete võrrandite la-
hendamine
Selles peatükis on vaatluse all kvaasilineaarsed esimest järku osatuletistega diferent-
siaalvõrrandid. Käsitleme viimaste teisendamist lineaarseteks võrranditeks ning ka
vahetu lahendamise meetodeid. Kuna kvaasilineaarsete esimest järku osatuletistega
diferentsiaalvõrrandite lahendamine sõltub konkreetsest võrrandi kujust, siis olulise
osa peatükist moodustavad näited.
8.1 Kvaasilineaarsete võrrandite teisendamine li-
neaarseteks




+ a2(x1, x2, u)
∂u
∂x2
= f(x1, x2, u)
lahendit ilmutamata funktsiooni kujul
w(x1, x2, u) = 0.


















Asendame need osatuletiste avaldised võrrandisse (6.1.2). Tulemuseks saame esimest




+ a2(x1, x2, u)
∂w
∂x2
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Seega saame kvaasilineaarse võrrandi lahendamise taandada lineaarse võrrandi la-
hendamisele. Paneme tähele, et esialgse kvaasilineaarse võrrandi korral otsitav funkt-
sioon u sõltus kahest muutujast x1,2 . Teisendamise tulemusel saadud lineaarse võr-
randi korral sõltub otsitav funktsioon w muutujatest x1,2 ja funktsioonist u. Seetõttu
ei pruugi saadud lineaarse võrrandi lahendamine olla lihtsam esialgse kvaasilineaarse
võrrandi lahendamisest.
8.2 Karakteristikute meetod




+ a2(x1, x2, u)
∂u
∂x2
= f(x1, x2, u)
kaks lineaarselt sõltumatut esimest integraali
Ψ(x1, x2, u) = c1 ja Φ(x1, x2, u) = c2.
Siis saab näidata, et võrrandi (6.1.2) lahend ilmutamata funktsiooni kujul on F (Ψ,Φ) =
0, kus F on meelevaldne funktsioon, mille kuju sõltub lisatingimustest.
Eeldame, et kvaasilineaarses võrrandis (6.1.2) sõltuvad otsitav funktsioon u ning












Võrdleme seda täisdiferentsiaali avaldist võrrandiga (6.1.2), mis annab
dx1
ds = a1(x1, x2, u),
dx2
ds = a2(x1, x2, u), (8.2.2)
du
ds = f(x1, x2, u).
Süsteemi (8.2.2) nimetatakse võrrandi (6.1.2) karakteristlikuks süsteemiks ning tema
integraalkõveraid x1(s), x2(s), u(s) karakteristikuteks.
Lahendusmeetodi idee on leida seoste (8.2.2) kombineerimise teel kaks sõltu-
matut esimest integraali. Siis on kvaasilineaarse võrrandi (6.1.2) lahend u(x1, x2)
avaldatav nende esimeste integraalide abil. Illustreerime seda meetodit paari näite-
ga.
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+ u(x1 − x2)
∂u
∂x2
= x21 + x22.
Lahendus. Selle võrrandi jaoks saame kirjutada
dx1
ds = u(x1 + x2),
dx2
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Võrrandi üldlahend avaldub siis eelneva põhjal järgmiselt:
























= x1 − x2.
Lahendus. Selle võrrandi jaoks saame kirjutada
dx1




ds = x1 − x2.
Kuna
d

























Seega üks esimestest integraalidest on






ds(x1 − x2) = u




ds(x1 − x2) = u
du
ds ,





















(x1 − x2)2 − u2 = c2.
Seega teine esimestest integraalidest on
Φ(x1, x2, u) = (x1 − x2)2 − u2.
Võrrandi üldlahend avaldub siis eelneva põhjal järgmiselt:




, (x1 − x2)2 − u2
)
= 0.
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8.3 Muutujate eraldamine
Muutujate eraldamine toimub siin analoogselt lineaarsete võrrandite juhuga. Ka
antud juhul saame võrrandi lahendamise tulemusena täislahendi, mis sõltub kahest
parameetrist1 (vt alampunkt 7.4). Üldlahendi konstrueerimist vt alampunktist 7.5.
Märgime veel, et mõningatel juhtudel saab muutujaid eraldada ka mittelineaarse
võrrandi korral.





+ u2 = 0.
















Kuna võrduse vasak pool sõltub muutujast x1 ja parem pool muutujast x2, siis on
võrdus võimalik vaid juhul, kui mõlemad pooled võrduvad konstandiga −λ . Tule-









+ Y (x2) = λ.





Y (x2) = C2e−x2 + λ,









1Kolme parameetri korral on lahend teisendatav kujule, mis sisaldab kahte parameetrit.
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Kuna võrduse vasak pool sõltub muutujast x1 ja parem pool muutujast x2, siis on
võrdus võimalik vaid juhul, kui mõlemad pooled võrduvad konstandiga −λ . Tule-




















kus C1,2 on määramata konstandid. Seega avaldub esialgse osatuletistega diferent-
siaalvõrrandi lahend järgmiselt:
u(x1, x2) = −
λ+ x1C1
x1(λx2 + C2)
= − 1 + x1C̃1
x1(x2 + C̃2)
.
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Kuna võrduse vasak pool sõltub muutujast x1 ja parem pool muutujast x2, siis on
võrdus võimalik vaid juhul, kui mõlemad pooled võrduvad konstandiga λ2 . Tulemu-






































kus C1,2 on määramata konstandid. Seega avaldub esialgse osatuletistega diferent-
siaalvõrrandi lahend järgmiselt:






























c) u(x1 + u)
∂u
∂x1

















f) (x1 − u)
∂u
∂x1



















+ x1x2 = 0.
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9. Võrrandite klassifikatsioon ja liht-
sustamine
9.1 Kvaasilineaarsed ja lineaarsed võrrandid
Üldine osatuletistega diferentsiaalvõrrand on funktsionaalne seos1
F
(
x1, . . . , xN , u,
∂u
∂x1


















kus x1, . . . , xN on sõltumatud muutujad ning u = u(x1, . . . , xN) on otsitav funkt-
sioon. Muutujate arvu järgi öeldakse, et meil on N sõltumatu muutujaga võrrand.
Võrrandi järguks on võrrandis sisalduvate osatuletiste kõige kõrgem järk. Käesolevas
kursuses me tegeleme maksimaalselt teist järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandi-
tega, st võrranditega, kus sisalduvad kõige kõrgemat järku tuletised on
∂2u
∂xi∂xj
; i, j = 1, . . . N
nii nagu valemis (9.1.1).






x1, . . . , xN , u,
∂u
∂x1








x1, . . . , xN , u,
∂u
∂x1












; i, j = 1, . . . N.
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kus kordajad aij on reaalsed suurused ja F on suvaline etteantud funktsioon. Kui
kordajad aij sõltuvad ainult argumentidest x1, . . . , xN , st meil on võrrand üldkujuga
N∑
i,j=1





x1, . . . , xN , u,
∂u
∂x1





siis räägitakse teist järku osatuletiste suhtes lineaarsest diferentsiaalvõrrandist või
ka peaaegu lineaarsest teist järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandist.
Teist järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandit, mis on esitatav kujul
N∑
i,j=1






bi(x1, . . . , xN)
∂u
∂xi
+ c(x1, . . . , xN)u = f(x1, . . . , xN), (9.1.4)
kus f on suvaline etteantud funktsioon, nimetatakse lineaarseks. Eeldame, et kor-
dajad aij, bi ja c on reaalsed.
Summat võrduste (9.1.3) ja (9.1.4) vasakutel pooltel,
N∑
i,j=1




nimetatakse vastava diferentsiaalvõrrandi peaosaks. Me võime eeldada, et kordajad
teist järku osatuletiste ees peaosas (9.1.5) rahuldavad tingimust








mis kehtib, kui segatuletised on pidevad funktsioonid.
Kui võrrandis (9.1.4) ükski kordajatest aij, bi ja c ei sõltu muutujatest x1, . . . , xN ,
siis on meil konstantsete kordajatega lineaarne võrrand.
Kui võrrandis (9.1.4) f(x1, . . . , xN) = 0, siis nimetatakse võrrandit homogeen-
seks. Vastasel korral on võrrand mittehomogeenne.
9.2 Kahe sõltumatu muutujaga võrrandite klassi-
fikatsioon
Peatume kõigepealt kahe sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega peaaegu
lineaarsete diferentsiaalvõrrandite klassifikatsioonil. Vaatluse all on meil seega võr-
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kus bi; i = 1, 2 ning c ja f sõltuvad muutujatest x1 ja x2, on meil tegemist lineaarse
võrrandiga (vt valem (9.1.4)).
Võrduse (9.2.1) vasak pool kujutab endast võrrandi peaosa. Meie eesmärk on
elimineerida siit segatuletist sisaldav liige, mis annab tulemuseks võrrandi normaal-
kuju. Et selleni jõuda, läheme sõltumatutelt muutujatelt x1,2 üle uutele muutujatele
ξ1,2 = ξ1,2(x1, x2). (9.2.3)































































































































































III. Teist järku osatuletistega lineaarsed diferentsiaalvõrrandid
Teet Örd, Küllike Rägo 80

















































































































































ja bi; i, j = 1, 2 ning c ja f sõltuvad muutujatest ξ1 ja ξ2.
Valemite (9.2.10) alusel võib veenduda, et
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Seega avaldis
∆ = a212 − a11a22 (9.2.15)
ei muuda märki muutujate vahetuse (9.2.3) korral.
Eeldame nüüd, et muutujate vahetus (9.2.3) viib võrrandi (9.2.1) normaalkujule,
st A12 = 0. Võrdusest (9.2.14) järeldub siis, et
A11A22 > 0, kui ∆ < 0;
A11A22 < 0, kui ∆ > 0;
A11A22 = 0, kui ∆ = 0. (9.2.16)
Analoogsele tulemusele on võimalik jõuda, kasutades allpool punktis 9.4 arenda-













kus α11, α12 = α21 ja α22 rahuldavad võrrandisüsteeme
(a11 − λ1)α11 + a12α12 = 0,
a21α11 + (a22 − λ1)α12 = 0 (9.2.18)
ja
(a11 − λ2)α21 + a12α22 = 0,
a21α21 + (a22 − λ2)α22 = 0 (9.2.19)
ning λ1,2 on võrrandi
∣∣∣∣∣
a11 − λ a12
a21 a22 − λ






a11 + a22 ±
√




Aij = λiδij; i, j = 1, 2. (9.2.22)
Seega viib muutujate vahetus (9.2.3) koos tingimustega (9.2.17) võrrandi (9.2.1)
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Tabel 9.1. Kahe sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega peaaegu lineaarsete
diferentsiaalvõrrandite klassifikatsioon
Elliptiline võrrand ∆ < 0 λ1,2 > 0 või λ1,2 < 0
Hüperboolne võrrand ∆ > 0 λ1 > 0, λ2 < 0 või λ1 < 0, λ2 > 0
Paraboolne võrrand ∆ = 0 λ1 = 0, λ2 ̸= 0 või λ1 ̸= 0, λ2 = 0
Võrrandite (9.2.1) klassifikatsiooni aluseks on parameetri ∆ väärtus. Paneme
tähele, et valemi (9.2.21) kohaselt (vt ka valemid (9.2.16) ja (9.2.22))
(i) λ1,2 > 0 või λ1,2 < 0, kui ∆ < 0;
(ii) λ1 > 0, λ2 < 0 või λ1 < 0, λ2 > 0, kui ∆ > 0;
(iii) λ1 = 0, λ2 ̸= 0 või λ1 ̸= 0, λ2 = 0, kui ∆ = 0.
Selle järgi määrab valemiga (9.2.22) defineeritud parameeter ∆ kahe sõltumatu muu-
tujaga teist järku osatuletistega peaaegu lineaarse diferentsiaalvõrrandi tüübi, vt
tabel 9.1. Rõhutame, et kui võrrandi peaosa koefitsiendid λ1,2 pole konstantsed, siis
võib võrrandi tüüp olla muutujate ruumi erinevates punktides erinev.
Tabel 9.2. Kahe sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega peaaegu lineaarsete























Võrrandi (9.2.1) normaalkuju saab viia kanoonilisele kujule, kus peaosa (vt va-
lem (9.2.23)) nullist erinevate kordajate λ1,2 väärtused on kas +1 või −1. Erandiks
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on hüperpoolset tüüpi võrrand, mille kanooniliseks kujuks nimetatakse ka sellist
võrrandit, kus peaosas on nullist erinev ainult segatuletis, st hüperboolse võrran-
di korral räägitakse kahest kanoonilisest kujust. Kahe sõltumatu muutujaga teist
järku osatuletistega peaaegu lineaarsete diferentsiaalvõrrandite kanooniliste kujude
peaosad on toodud tabelis 9.2.
Järgmises punktis me viime erinevat tüüpi kahe sõltumatu muutujaga võrrandid
kanoonistele kujudele, kasutades selleks karakteristlike võrrandite meetodit.
9.3 Kahe sõltumatu muutujaga võrrandite karak-
teristlikud võrrandid ja kanoonilised kujud
Jätkame kahe sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega peaaegu lineaarse-












Selle erijuht on kahe sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega lineaarne dife-
rentsiaalvõrrand, kus valemi (9.2.2) kohaselt







Allpool arendatava skeemi korrektsuseks tuleb eeldada, et a11 ̸= 0.
Läheme võrrandis (9.3.1) üle uutele muutujatele
























= F̃ , (9.3.4)
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ja võrduse paremal poolel




























Juhul kui tegemist on lineaarse võrrandiga, siis








































Võrrandite (9.3.1) ja (9.3.4) tüübid on vastavalt määratud parameetritega ∆ ja
∆̃ (vt tabel 9.1):
∆ = a212 − a11a22, (9.3.10)
∆̃ = ã212 − ã11ã22.
Samamoodi nagu valemis (9.2.14)










st ∆ ja ∆̃ samamärgilised või ∆ = ∆̃ = 0.
Järgmises alampunktis me tuletame elliptilist ja hüperboolset tüüpi võrrandite
jaoks karakteristlikud võrrandid ja karakteristikud. Ülejärgmises alampunktis lahen-
dame sama ülesande paraboolse võrrandi korral. Teeme seda eraldi, kuna paraboolse
võrrandi puhul on kasutatav skeem veidi teistsugune.
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9.3.1 Karakteristlikud võrrandid ja karakteristikud ellipti-
list ja hüperboolset tüüpi võrrandite korral
Olgu võrrand (9.3.1) elliptiline või hüperboolne. Nõuame, et muutujate vahetuse
(9.3.3) tulemusena
ã11 = ã22 = 0. (9.3.12)


































































+ a22 = 0. (9.3.16)
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Diskriminant ∆ on defineeritud valemiga (9.2.15). Piirame võrrandite (9.3.17), (9.3.18)
lahendeid tingimustega3
ζ1(x1, x2) = C1 = const,









































Tingimustest (9.3.20) järeldub, et uued muutujad ζ1(x1, x2) ja ζ2(x1, x2), mida
nimetatakse võrrandi (9.3.1) karakteristikuteks, on harilike diferentsiaalvõrrandite
(9.3.23), (9.3.24) esimesed integraalid.4 Nende leidmiseks tuleb lahendada võrrandid
(9.3.23) ja (9.3.24), koostada kombinatsioonid
ψ1(x1, x2) = C1 = const,
ψ2(x1, x2) = C2 = const (9.3.25)
3 Eeldatakse, et sellised lahendid on olemas.
4 Hariliku diferentsiaalvõrrandi
dy
dx = f(x, y)
esimeseks integraaliks nimetatakse funktsiooni I(x, y), kui
I(x, y) = const,
kus y = y(x) rahuldab seda diferentsiaalvõrrandit.
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ja võtta
ζ1 = ψ1(x1, x2),
ζ2 = ψ2(x1, x2). (9.3.26)
Juhul kui a11, a12 ja a22 on konstantsed, saame karakteristikute jaoks
ζ1 = x2 − Λ1x1,
ζ2 = x2 − Λ2x1. (9.3.27)
Teisendame nüüd kordajat ã12 (vt teine võrdus valemis (9.3.5)), võttes arves-
se uutele muutujatele ζ1,2 kehtestatud piiranguid. Kasutades seoseid (9.3.17) ja
(9.3.18), leiame
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Kui a11, a12 ja a22 on konstantsed, siis m1 = m2 = 0. Lineaarse võrrandi erijuhul
ilmuvad valemisse (9.3.8) kordajad b̃1,2. Neile saab võrrandite (9.3.17) ja (9.3.18)
abil anda järgmise kuju:
b̃1 =
(
































Kui a11, a12 ja a22 on konstantsed, on tulemuseks
b̃1 = b2 − b1Λ1,
b̃2 = b2 − b1Λ2. (9.3.34)
Kokkuvõtteks, kui võrrand (9.3.1) on elliptilist või hüperboolset tüüpi ja muu-




= F̃ , (9.3.35)
kus ã12 on antud valemiga (9.3.30) (erijuhul valemiga (9.3.31)) ning funktsioonis
F̃ sisalduvad kordajad m1 ja m2 valemitega (9.3.32). Lineaarse võrrandi korral on
funktsioonis F̃ sisalduvad kordajad b̃1 ja b̃2 antud valemitega (9.3.33) (erijuhul va-
lemitega (9.3.34)).
Alampunktides 9.3.3 ja 9.3.4 me viime elliptilist ja hüperboolset tüüpi kahe sõltu-
matu muutujaga teist järku osatuletistega peaaegu lineaarsed diferentsiaalvõrrandid
nende kanoonilistele kujudele, kasutades selleks karakteristlike võrrandite (9.3.23),
(9.3.24) abil sissetoodud uusi muutujaid ehk karakteristikuid ζ1(x1, x2) ja ζ2(x1, x2).
9.3.2 Karakteristlik võrrand ja karakteristik paraboolset tüü-
pi võrrandi korral
Olgu võrrand (9.3.1) paraboolset tüüpi. Siis
∆ = a212 − a11a22 = 0,
∆̃ = ã212 − ã11ã22 = 0. (9.3.36)
Kui me kasutaksime karakteristikute leidmiseks siin tingimust ã11 = ã22 = 0 nagu
elliptilise või hüperboolse võrrandi korral, siis oleks tulemuseks kaks kokkulangevat
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karakteristikut ζ1 = ζ2. Kuid sellisel juhul teisenduse jakobiaan võrdub nulliga, mis
ei ole lubatud.
Seepärast on paraboolsel võrrandil ainult üks karakteristik, ütleme ζ1, mille saame,
kui nõuame, et muutuja vahetuse (9.3.3) tulemusena oleks täidetud tingimus
ã11 = 0. (9.3.37)
Paneme tähele, et valemitest (9.3.37) ja (9.3.36) järeldub, et sel juhul samuti
ã12 = 0. (9.3.38)
Kasutades nüüd alampunkti 9.3.1 tuletuskäikudega analoogset protseduuri, saadak-














Karakteristliku võrrandi (9.3.40) esimese integraali
ψ(x1, x2) = C = const (9.3.42)
abil saame defineerida uue muutuja ζ1, mis on võrrandi (9.3.1) karaktristik, kui see
võrrand on paraboolset tüüpi. Muutuja ζ2 on vabalt valitav,5 võtame selle võrdseks
x1-ga. Seega
ζ1 = ψ(x1, x2),
ζ2 = x1. (9.3.43)
Kui a11, a12 ja a22 on konstantsed, siis
ζ1 = x2 − Λx1,
ζ2 = x1. (9.3.44)





= F̃ . (9.3.45)
5Siiski, muutujad ζ1 ja ζ2 peavad olema sellised, et teisenduse jakobiaan oleks nullist erinev.
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m2 = 0. (9.3.46)
Kui a11, a12 ja a22 on konstantsed, siis ka m1 = 0.
Lineaarse võrrandi jaoks järeldub valemitest (9.3.9), et
b̃1 =
(










b̃2 = b1. (9.3.47)
Kui a11, a12 ja a22 on konstantsed, siis
b̃1 = b2 − b1Λ. (9.3.48)
9.3.3 Elliptilise võrrandi teisendamine kanoonilisele kujule
Olgu võrrand (9.3.1) elliptiline. Eeldame siin lihtsuse eesmärgil, et kordajad a11, a12
ja a22 on konstantsed. Elliptilist tüüpi võrrandi karakteristlike võrrandite (9.3.23)







, ∆ = a212 − a11a22 < 0. (9.3.49)
Järelikult (vt valem (9.3.27)) on võrrandi (9.3.1) karakteristikud komplekssed,














kusjuures üks neist on teise kaaskompleks: ζ1 = ζ∗2 .
Kui muutujad x1,2 on asendatud muutujatega ζ1,2, teiseneb elliptiline võrrand




2 (ζ1 + ζ2) ,
ξ2 =
1
2i (ζ1 − ζ2) . (9.3.51)
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= F̄ . (9.3.52)
Siin







kus on võetud arvesse, et konstantsete a11, a12 ja a22 korral F̃ = F . Lineaarse
võrrandi jaoks







Valemites (9.3.52)–(9.3.54) sisalduvate kordajate jaoks võime samamoodi avaldiste-








































































ā11 = ā22 =
1




ā12 = 0; (9.3.59)
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9.3.4 Hüperboolse võrrandi teisendamine kanoonilisele ku-
jule
Olgu (9.3.1) hüperboolne võrrand, mille peaosa kordajad on konstantsed. Siis on







, ∆ = a212 − a11a22 > 0. (9.3.65)
Seega on sel juhul võrrandi (9.3.1) karakteristikud reaalsed,
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f − cu− (b2 − b1Λ1)
∂u
∂ζ1





Alternatiivse kanoonilise kuju tuletamiseks teeme muutujate vahetuse
ξ1 =
1
2 (ζ1 + ζ2) , (9.3.70)
ξ2 =
1
2 (ζ1 − ζ2) .
Seoses muutujatega ξ1,2 võime kasutada ka siin valemeid (9.3.52)–(9.3.57). Vajalikud















































9.3.5 Paraboolse võrrandi teisendamine kanoonilisele kuju-
le
Olgu (9.3.1) paraboolne võrrand, mille peaosa kordajad on konstantsed. Võrrandi
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9.4 N sõltumatu muutujaga võrrandite klassifi-
katsioon ja kanoonilised kujud
Läheme nüüd N sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega peaaegu lineaarse-








kus aij = aij(x1, . . . , xN); i, j = 1, . . . , N ja F = F
(
x1, . . . , xN , u,
∂u
∂x1













kus bi; i = 1, 2 ning c ja f sõltuvad muutujatest x1, . . . , xN , on meil tegemist lineaarse
võrrandiga. Võrduse (9.4.1) vasakul poolel seisab võrrandi peaosa.
Allpool konstrueerime muutajate vahetuse, mille abil saab üldkujulist võrran-
dit (9.4.1) teisendada kujule, kus võrrandi peaosa ei sisalda segatuletisi. Niisuguse
peaosa struktuuri alusel eristatakse teist järku osatuletistega peaaegu lineaarsete
diferentsiaalvõrrandite tüüpe.
Läheme sõltumatutelt muutujatelt x1, . . . , xN üle uutele sõltumatutele muutu-
jatele
ξk = ξk(x1, . . . , xN); k = 1, . . . N. (9.4.3)

















































Siin aij = aij(ξ1, . . . , ξN); i, j = 1, . . . , N .





kus yi on suvalised reaalarvulised ruutvormi muutujad. Läheme üle uutele ruutvormi




αkiηk; i = 1, . . . N, (9.4.9)






αkiαli = δkl. (9.4.10)































 ηkηl = 0. (9.4.13)
Selleks et (9.4.13) kehtiks suvaliste ηk väärtuste korral, peavad loogelistes sulgudes
olevad avaldised võrduma nulliga:
N∑
i,j=1
aijαkiαlj − λkδkl = 0; k, l = 1, . . . N. (9.4.14)
6 Ruutvorm (9.4.8) on diagonaliseeritav, kui see on sümmeetriline, st aij = aji.
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ai′jαlj − λlαli′ = 0.





Tulemuseks saame lineaarse homogeense võrrandisüsteemi
N∑
j=1
(aij − λkδij)αkj = 0; i = 1, . . . N (9.4.15)
teisenduse (9.4.9) koefitsientide αk1, αk2, . . . , αkN määramiseks. Kirjutame selle võr-
randisüsteemi välja rida-realt:
(a11 − λk)αk1 + a12αk2 + . . . + a1NαkN = 0,
a21αk1 + (a22 − λk)αk2 + . . . + a2NαkN = 0,
. . .
aN1αk1 + aN2αk2 + . . . + (aNN − λk)αkN = 0.
(9.4.16)
Koefitsiendid λk tuleb leida võrrandist, milleks on süsteemi (9.4.16) mittetriviaalse
lahendi eksisteerimise tingimus
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1N
a21 a22 − λ . . . a2N
. . .
aN1 aN2 . . . aNN − λ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (9.4.17)
Kuna kordajad aij on üldjuhul muutujate x1, . . . , xN ja nende kaudu ξ1, . . . , ξN
funktsioonid, siis on seda ka võrranditega (9.4.16) ja (9.4.17) määratud koefitsiendid
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αki ja λk. Kui kordajad aij on konstantsed, siis αki = const ja λk = const. Ruutvormi
(9.4.8) sümmeetrilisuse tõttu on koefitsiendid λ1, . . . , λN reaalsed suurused.









Edasi arvestame võrrandiga (9.4.14). Tulemuseks on
Akl = λkδkl. (9.4.20)








Võrrand on normaalkujul, kui võrrandi peaosa on antud valemiga (9.4.21), st
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Tabel 9.3. Teist järku osatuletistega peaaegu lineaarsete diferentsiaalvõrrandite tüü-
bid
Elliptiline võrrand Kõik koefitsiendid λ1, . . . , λN on nullist erinevad
ja samamärgilised.
Hüperboolne võrrand Kõik koefitsiendid λ1, . . . , λN on nullist erine-
vad, kusjuures N − 1 neist koefitsientidest on
samamärgilised, ühe märk on aga vastupidine.
Paraboolne võrrand Vähemalt üks koefitsientidest λ1, . . . , λN võr-
dub nulliga. Kõik nullist erinevad koefitsiendid
on samamärgilised.
Peaosa (9.4.21) struktuuri alusel eristatakse teist järku osatuletistega peaaegu
lineaarsete diferentsiaalvõrrandite tüüpe. Need on esitatud tabelis 9.3. Silmas tuleb
pidada ka seda, et juhul kui võrrandi peaosa koefitsiendid λ1, . . . , λN pole konstant-
sed, siis võib võrrandi tüüp olla muutujate ruumi erinevates punktides erinev.
On ilmne, et tabel 9.3 ei ammenda kõiki võimalusi koefitsientide λ1, . . . , λN jaoks.
Kuid need juhud, mis erinevad tabelis 9.3 toodutest, ei esine tavaliselt füüsikalistes
süsteemides.
Tabel 9.4. N sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega peaaegu lineaarsete



















+ . . .+ ∂
2u
∂ξ2M
; M < N
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Teist järku osatuletistega lineaarse diferentsiaalvõrrandi normaalkuju, kus nullist
erinevate peaosa koefitsientide võimalikud väärtused on kas +1 või −1, nimetatakse
võrrandi kanooniliseks kujuks. N sõltumatu muutujaga teist järku osatuletistega
peaaegu lineaarsete diferentsiaalvõrrandite kanooniliste kujude peaosad on toodud
tabelis 9.4.
Kui koefitsiendid λ1, . . . , λN on konstantsed, siis saame võrrandi (9.4.22) alati
viia kanoonilisele kujule muutujate kogu määramispiirkonnas, kasutades teisendust
ξk → |λk|−1/2 ξk. Kui λ1, . . . , λN on võrrandi muutujate funktsioonid, siis on olukord
komplitseeritum.7
9.5 Konstantsete kordajatega lineaarsete võrran-
dite normaalkujude edasine lihtsustamine
Näitame, kuidas on võimalik täiendavalt lihtsustada normaalkujulisi lineaarseid võr-













+ cu = f. (9.5.1)
Eeldame, et võrrandi (9.5.1) kordajad on konstantsed.8
9.5.1 Elliptiliste ja hüperboolsete võrrandite lihtsustamine
Eeldame, et võrrand (9.5.1) on kas elliptilist või hüperboolset tüüpi, st kõik kordajad
λk on nullist erinevad. Rakendame otsitavale funktsioonile u teisendust






, ϑk = const, (9.5.2)















































7 Vt E. Tamme, G. Vainikko "Matemaatilise füüsika võrrandid I", Tartu 1973, lk 32–33
8 Tulemused, mille me saame, kehtivad tegelikult ka üldisemal juhul, kui ainult osatuletiste
kordajad λk = const ja µk = const.
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Me soovime, et teisendatud võrrandis puuduksid esimest järku osatuletistega liik-
med. Selleks peavad olema täidetud tingimused





; k = 1, . . . , N. (9.5.6)























Sellega me oleme elimineerinud normaalkujulisest elliptilisest või hüperboolsest
võrrandist esimest järku osatuletistega liikmed. Samal ajal tekib aga otsitava funkt-
siooniga võrdelise liikme kordajasse täiendav panus. Juhul kui esialgses võrrandis
(9.5.1) puudub otsitava funktsiooniga võrdeline liige, st c = 0, siis ilmub teisendatud
võrrandisse (9.5.7) selline liige. Ühtlasi on mittehomogeenses võrrandis funktsioon
f korrutatud teatava eksponentfunktsiooniga.
9.5.2 Paraboolsete võrrandite lihtsustamine
Olgu (9.5.1) konstantsete kordajatega paraboolset tüüpi võrrand. Piirdume juhuga,
kui üks kordajatest λk on võrdne nulliga. Valime
λ1 = 0. (9.5.8)
Kasutame jälle teisendust (9.5.2), millega seoses kehtivad tuletiste avaldised (9.5.3).
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Koefitsiendid ϑ2, . . . ϑN saadakse tingimustest
2λkϑk + µk = 0; k = 2, . . . , N, (9.5.10)
mis tagavad selle, et võrrandis (9.5.9) puuduksid muutujate ξ2, . . . ξN järgi esimest




; k = 2, . . . , N. (9.5.11)





























Koefitsiendi ϑ1 leidmiseks nõuame, et võrrandis (9.5.12) puuduks otsitava funkt-












































millest on elimineeritud muutujate ξ2, . . . ξN järgi esimest järku osatuletistega võr-
delised liikmed ja otsitava funktsiooniga v võrdeline liige. Kuid endiselt sisaldab see
võrrand muutuja ξ1 järgi esimest järku osatuletisega võrdelist panust. Mittehomo-
geenses võrrandis on funktsioon f aga korrutatud teatava eksponentfunktsiooniga.
9.6 Teist järku osatuletistega lineaarsed diferent-
siaalvõrrandid, kus sõltumatuteks muutuja-
teks on ruumikoordinaadid ja aeg
Füüsikaliste nähtuste kirjeldamiseks on üldiselt vaja kolme ruumikoordinaati ja ae-
ga. Seoses sellega ilmuvad teooriasse 3 + 1 sõltumatu muutujaga osatuletistega
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diferentsiaalvõrrandid. Siis kui aktuaalsete ruumikoordinaatide arv on kolmest väik-
sem või on tegemist ajast mittesõltuva nähtusega, on muutujate arv ka vastavalt
väiksem.
Kui aktuaalseid ruumikoordinaate arv on kolm, siis on meil tegemist kolmemõõt-
melise osatuletisega diferentsiaalvõrrandiga, kus sõltumatuid muutujaid on kas 3 +
1 või ajalise sõltuvuse puudumisl lihtsalt kolm. Kui aktuaalseid ruumikoordinaate
on kaks, siis on meil tegemist kahemõõtmelise osatuletisega diferentsiaalvõrrandi-
ga, kus sõltumatuid muutujaid on kas 2 + 1 või ajalise sõltuvuse puudumisl lihtsalt
kaks. Kui aktuaalseid ruumikoordinaate on üks, siis on meil tegemist ühemõõtmelise
osatuletisega diferentsiaalvõrrandiga, kus sõltumatuid muutujaid on 1 + 1.
Järgnevalt peatume lühidalt kolmel (paraboolset, hüperboolset ja elliptilist tüü-
pi) suhteliselt üldise kujuga teist järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandil, mille
erijuhtudeks on paljud füüsikas olulised võrrandid.
9.6.1 Ülekandeprotsesse kirjeldavad võrrandid
Ülekandeprotsesse (difusioon, soojusjuhtivus) kirjeldavad paraboolset tüüpi võrran-




= ∇ · (p∇u) + qu+ f, (9.6.1)
kus β = β(r) > 0, p = p(r) > 0, q = q(r) ja f = f(r, t). Ruumipunkti määrab ko-






























on Laplace’i operaator.9 Olulisteks näideteks valemi (9.6.1) rakenduste kohta on
soojusjuhtivuse võrrand (4.1.7) ja difusionivõrrand (4.2.1) mittehomogeenses kesk-
konnas.
9 Täpsemalt, valemitega (9.6.2) ja (9.6.4) on defineeritud kolmemõõtmeline nabla operaator ja
kolmemõõtmeline Laplace’i operaator. Olukorras, kui on olulised ainult kaks ruumikoordinaati,
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Osutame võrrandi (9.6.1) mõningatele erijuhtudele homogeenses keskkonnas. Ka-
hemõõtmeline Laplace’i operaator on allpool detailselt lahti kirjutatud.




kus D = const > 0.
ii. Kolmemõõtmeline mittehomogeenne difusioonivõrrand:
∂u
∂t
= D∇2u+ g, (9.6.6)
kus g = g(r, t).






































vii. Võrrand külgülekandega ilma allikate või neelajateta ühemõõtmelise difusioo-







kus ν = const > 0.
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9.6.2 Võnke- ja laineprotsesse kirjeldavad võrrandid














= p∇2u+ (∇p) · (∇u) + qu+ f, (9.6.13)
kus α = α(r) > 0, β = β(r) > 0, p = p(r) > 0, q = q(r) ja f = f(r, t). Üheks
näiteks on siin mittehomogeense varda pikivõnkumiste võrrand (3.2.6).
Osutame veel erijuhulistele lainevõrranditele. Kahemõõtmeline Laplace’i operaa-
tor on allpool detailselt lahti kirjutatud.






kus a = const > 0.





= ∇2u+ g, (9.6.15)
kus g = g(r, t) on väline häiritus.















Valemi (9.6.16) saab nüüd esitada kujul




( + µ2)u = 0, (9.6.19)
kus µ = const.
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9.6.3 Ajast mittesõltuvad võrrandid
Kui valemites (9.6.1) või (9.6.12) puudub sõltuvus ajast, siis on tulemuseks elliptiline
võrrand
∇ · (p∇u) + qu+ f = 0 (9.6.24)
ehk
p∇2u+ (∇p) · (∇u) + qu+ f = 0. (9.6.25)
Üheks näiteks on siin võrrand, mida rahuldab elektrostaatilise välja potentsiaal mit-
tehomogeenses dielektrilises keskkonnas (2.1.21).
Üldkujulisel võrrandil (9.6.24) on rida olulisi erijuhte. Kahemõõtmeline Laplace’i
operaator on allpool detailselt lahti kirjutatud.
i. Laplace’i võrrand:
∇2u = 0. (9.6.26)
ii. Poissoni võrrand:
∇2u = −g, (9.6.27)
kus g = g(r).
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iii. Homogeenne kolmemõõtmeline Helmholtzi võrrand (σ = 1) ja homogeenne




u = 0, (9.6.28)
kus k2 = const > 0.
iv. Mittehomogeenne kolmemõõtmeline Helmholtzi võrrand (σ = 1) ja mitteho-




u = −g. (9.6.29)
v. Homogeenne kahemõõtmeline Helmholtzi võrrand (σ = 1) ja homogeenne ka-









u = 0. (9.6.30)
vi. Mittehomogeenne kahemõõtmeline Helmholtzi võrrand (σ = 1) ja mittehomo-









u = −g. (9.6.31)




u = Eu, (9.6.32)
kus κ = const > 0, U = U(r) ja E = const. Füüsikaliselt on see kvantmehaanilise
osakese liikumisvõrrand, kus κ = ~2/2m, ~ on Plancki konstant, m on osakese mass,
U(r) on osakese potentsiaalne energia, u = u(r) on osakese lainefunktsiooni ajast




U(r) omaväärtus. Lainefunktsiooni u(r) ja energia E leidmiseks tuleb Schrödingeri
võrrand lahendada.
9.6.4 Olulisemad diferentsiaaloperaatorid
Esitame järgnevas tabelis diferentsiaaloperaatorid, mis on kolme- ja kahemõõtmelise
Laplace’i operaatori (vt alampunkt 9.6.1) kõrval matemaatilise füüsika võrrandite
jaoks olulisemad. Need operaatorid sisalduvad ka eespool toodud diferentsiaalvõr-
randites. Vastavalt aktuaalsete ruumikoordinaatide arvule võime eristada kolme-
kahe- ja ühemõõtmelisi diferentsiaaloperaatoreid.
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Tabel 9.5. Olulisemaid diferentsiaaloperaatoreid matemaatilise füüsika võrrandite









































Kolmemõõtmeline Helmholtzi operaator ∇2 + k2







Kolmemõõtmeline modifitseeritud Helmholtzi operaator ∇2 − k2
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Ülesanded
9.1. Põhjendage võrduse (9.1.6) kehtivust.
9.2. Näidake, et valemiga (9.2.21) defineeritud λ1,2 on reaalsed suurused, kui a11,
a12 = a21 ja a22 on reaalsed.
9.3. Koefitsiendid λ1,2 on antud valemiga (9.2.21). Näidake, et
(i) λ1,2 > 0 või λ1,2 < 0, kui ∆ < 0;
(ii) λ1 > 0, λ2 < 0 või λ1 < 0, λ2 > 0, kui ∆ > 0;
(iii) λ1 = 0, λ2 ̸= 0 või λ1 ̸= 0, λ2 = 0, kui ∆ = 0.
9.4. Näidake, et kehtivad võrdused (9.2.10).
9.5. Näidake, et kehtivad võrdused (9.2.11).
9.6. Kontrollige võrduse (9.2.14) kehtivust.
9.7. Tuletage võrrandid (9.3.17) ja (9.3.18).
9.8. Tuletage avaldised (9.3.27).
9.9. Tuletage avaldised (9.3.28) ja (9.3.30).
9.10. Tuletage avaldised (9.3.33) ja (9.3.34).
9.11. Põhjendage, et kui paraboolse võrrandi korral valida ã11 = ã22 = 0 nagu
alampunktis 9.3.1, siis ζ1 = ζ2.
9.12. Tuletage avaldised (9.3.46).
















+ cu = f
paraboolset tüüpi. Tehes muutujate vahetuse (9.3.3)
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Tuletage paraboolse võrrandi kanooniline kuju, kui karakteristikuks valida ζ2 ja
ζ1 = x1.
9.14. Pange kirja hüperboolse võrrandi teise kanooniline kuju detailne tuletuskäik,
lähtudes võrrandi esimesest kanoonilisest kujust (9.3.67).

















































f) (x1 − x2)
∂2u
∂x21





















− 5u = 0;
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9.16. Leidke normaalkujulise võrrandi peaosa järgmistes konstantsete kordajatega










































+ u = 0.







































+ u = 0.
9.18. Põhjendage, et võrrand (9.6.1) on paraboolset tüüpi.
9.19. Näidake, et võrrandist (9.6.1) järeldub võrrand (9.6.3).
9.20. Põhjendage, et võrrand (9.6.12) on hüperboolset tüüpi.
9.21. Põhjendage, et võrrand (9.6.24) on elliptilist tüüpi.
10. Matemaatilise füüsika ülesan-
nete seade
10.1 Alg- ja rajatingimused
Erinevat tüüpi n+ 1 sõltumatu muutujaga (n ≤ 3 ruumikoordinaati, mis määravad
kohavektori r + aeg t) teist järku osatuletistega lineaarseid diferentsiaalvõrrandeid
sai üles kirjutada üsna üldisel kujul valemitega, mille esitame siin uuesti.
















+ qu+ f. (10.1.2)




















+ qu+ f. (10.1.4)
Elliptiline võrrand:
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kus ei on vastava koordinaattelje suunaline ühikvektor ja x1,2,3 = x, y, z. Siin me
kasutame nabla operaatori tähistust ∇ nii kolmemõõtmelise ruumi (n = 3) kui ka
kahemõõtmelise ruumi (n = 2) korral (vt alampunkt 9.6.1). Valemites (10.1.1)–
(10.1.5) β = β(r) > 0, α = α(r) > 0, p = p(r) > 0, q = q(r) ja f = f(r, t) on
etteantud funktsioonid, mis võivad erijuhtudel olla ka võrdsed nulliga, ning u(r, t)
on otsitav funktsioon.
Vaadeldavatel võrranditel on lõpmata palju lahendeid. Nende hulka tuleb konk-
reetse füüsikalise protsessi kirjeldamiseks piirata püstitatud ülesande spetsiifikast
tulenevate lisatingimustega. Viimased jagunevad algtingimusteks ja rajatingimusteks.
Algtingimused peavad andma piisavat informatsiooni otsitava suuruse u(r, t) koh-
ta alghetkel, et vastava diferentsiaalvõrrandi lahendusega oleks võimalik kindlaks te-
ha suuruse edasine ajaline evolutsioon. Valime alghetkeks t = +0, mida edaspidi tä-
histame lühemalt t = 0. Seega toimuvad uuritavad protsessid ajaskaalas 0 < t <∞.
Tabelis 10.1 on toodud levinumad algtingimused eri tüüpi võrrandite jaoks.
Me käsitleme teist järku osatuletistega lineaarseid diferentsiaalvõrrandeid n-
mõõtmelises eukleidilises ruumis Rn, kus n ≤ 3, või lahtises tõkestatud ruumipiir-
konnas V ⊂ Rn, mille rajaks on S. Rajatingimused määravad ära selle, kuidas käitub
otsitav suurus u(r, t) rajal S. Meid huvitavad kolm rajatingimuste liiki. Need on esi-
tatud tabelis 10.2, kui n = 2, 3. Juhul, kui n = 1, peatume allpool eraldi.
Tabel 10.1. Algtingimused eri tüüpi võrrandite jaoks. Suurused φ(r) ja ψ(r) on siin
etteantud funktsioonid. Kui algtingimuses φ(r) = 0 ja/või ψ(r) = 0, siis nimetatakse
seda algtingimust homogeenseks
Võrrandi tüüp Algtingimused
Paraboolne võrrand u(r, 0) = φ(r)





Elliptiline võrrand Algtingimused puuduvad
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Tabel 10.2. Rajatingimuste olulisemad liigid, kui n = 2, 3. Operatsioon ∂
∂n |S tähistab
tuletist raja S välise normaali suunas. Suurused µ1,2,3(r, t) ja γ(r, t) on etteantud
funktsioonid rajal S. Kui µ1,2,3 = 0, siis nimetatakse vastavat liiki rajatingimust
homogeenseks
Esimest liiki rajatingimus u(r, t)|S = µ1(r, t) ; r ∈ S ; t ≥ 0








∂n + γ(r, t)u(r, t)
]
S
= µ3(r, t) ; r ∈ S ;
t ≥ 0
Tabelis 10.2 toodud kolme liiki rajatingimused saab võtta kokku ühe valemiga:
[
Γ(r, t)∂u(r, t)
∂n + γ(r, t)u(r, t)
]
S
= µ(r, t); r ∈ S; t ≥ 0, (10.1.8)
kus Γ(r, t), γ(r, t) ja µ(r, t) on etteantud funktsioonid rajal S, kusjuures Γ2+γ2 ̸= 0.
Esimest liiki rajatingimuse korral Γ = 0 ja teist liiki rajatingimuse korral γ = 0. Kui
Γ ̸= 0 ja γ ̸= 0, siis saame kolmandat liiki rajatingimuse. Üldjuhul võib rajatingimuse
liik olla raja erinevates punktides erinev ning see võib sõltuda ka ajast.
Sõltugu nüüd otsitav funktsioon ainult ruumikoordinaadist x ja ajast t, st u =
u(x, t). Argumendi x muutumispiirkonnaks olgu x1 < x < x2. Seega on siin rajaks
kaks punkti: x = x1 ja x = x2. Kahest või kolmest ruumikoordinaadist sõltuvuse
korral (n = 2, 3) kasutati rajatingimuste formuleerimiseks muuhulgas raja välise
normaali suunalist tuletist. Ühest ruumikoordinaadist sõltuvuse korral (n = 1) me
loobume sellest ja kasutame rajatingimustes tavalist tuletist. Tabelis 10.3 on esitatud
rajatingimuste olulisemad liigid, kui n = 1.






+ γ(x0, t)u(x0, t) = µ(x0, t); t ≥ 0, (10.1.9)
kus Γ(x0, t), γ(x0, t) ja µ(x0, t) on punktis x = x0 (x0 = x1 või x0 = x2) etteantud
aja funktsioonid, kusjuures Γ2 + γ2 ̸= 0. Esimest liiki rajatingimuse korral Γ = 0 ja
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Tabel 10.3. Rajatingimuste olulisemad liigid, kui n = 1, ühes neist punktidest x =
x0, millest raja koosneb. Suurused µ1,2,3(x0, t) ja γ(x0, t) on punktis x = x0 (x0 = x1
või x0 = x2) etteantud aja funktsioonid, mis määravad seal rajatingimused. Kui
µ1,2,3 = 0, siis nimetatakse vastavat liiki rajatingimust homogeenseks.
Esimest liiki rajatingimus u(x0, t) = µ1(x0, t) ; t ≥ 0




= µ2(x0, t) ; t ≥ 0




+ γ(x0, t)u(x0, t) = µ3(x0, t) ;
t ≥ 0
teist liiki rajatingimuse korral γ = 0. Kui Γ ̸= 0 ja γ ̸= 0, siis saame kolmandat liiki
rajatingimuse.
Esimest liiki rajatingimusi nimetatakse ka Dirichlet’ rajatingimusteks, teist liiki
rajatingimusi Neumanni rajatingimusteks ja kolmandat liiki rajatingimusi Robini
rajatingimusteks.
10.2 Matemaatilise füüsika ülesannete liigid
10.2.1 Cauchy ülesanne
Cauchy ülesande korral on antud vaid algtingimus ning puudub rajatingimus. Taoli-
ne olukord realiseerub, kui uuritakse protsessi küllalt kaugel rajast, nii et aktuaalses
ajavahemikus on raja mõju protsessile nõrk ja selle võib vähemalt ligikaudu jätta
arvestamata. Seda saab teha nii, et valida muutumispiirkonnaks kogu ruum Rn.
i. Cauchy ülesanne paraboolse võrrandi jaoks
Leida u(r, t), mis rahuldab võrrandit (10.1.1) r ∈ Rn ja t > 0 korral ning algtin-
gimust
u(r, 0) = φ(r); r ∈ Rn. (10.2.1)
ii. Cauchy ülesanne hüperboolse võrrandi jaoks
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Leida u(r, t), mis rahuldab võrrandit (10.1.3) r ∈ Rn ja t > 0 korral ning algtin-
gimusi




= ψ(r); r ∈ Rn. (10.2.2)
10.2.2 Rajaülesanne
Rajaülesanne formuleeritakse elliptilise võrrandiga. Elliptilises võrrandis (10.1.5)
puudub sõltuvus ajast ja seega puuduvad rajaülesandes algtingimused. Osatuletis-
tega diferentsiaalvõrrandite kontekstis on siin aktuaalsed eelkõige juhud, kui otsitav
funktsioon sõltub kas kahest või kolmest ruumikoordinaadist.
i. Esimest liiki rajaülesanne ehk Dirichlet’ ülesanne
Leida u(r), mis rahuldab võrrandit (10.1.5) r ∈ V korral ning rajatingimust
u(r)|S = µ1(r); r ∈ S. (10.2.3)
ii. Teist liiki rajaülesanne ehk Neumanni ülesanne





= µ2(r); r ∈ S. (10.2.4)
iii. Kolmandat liiki rajaülesanne ehk Robini rajaülesanne






= µ3(r); r ∈ S. (10.2.5)
10.2.3 Segaülesanne
Segaülesande korral on olemas nii algtingimus kui ka rajatingimus.
Peatume kõigepealt juhul, kui otsitav funktsioon sõltub kas kahest või kolmest
ruumikoordinaadist.
i. Segaülesanne paraboolse võrrandi jaoks, kui n = 2, 3
Leida u(r, t), mis rahuldab võrrandit (10.1.1) r ∈ V ja t > 0 korral ning algtin-
gimust




∂n + γ(r, t)u(r, t)
]
S
= µ(r, t); r ∈ S; t ≥ 0. (10.2.7)
1 Siin on kasutatud rajatingimuse üldist kuju (10.1.8).
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ii. Segaülesanne hüperboolse võrrandi jaoks, kui n = 2, 3
Leida u(r, t), mis rahuldab võrrandit (10.1.3) r ∈ V ja t > 0 korral ning algtin-
gimusi




= ψ(r); r ∈ V ∪ S (10.2.8)
ja rajatingimust (10.2.7).
Sõltugu nüüd otsitav funktsioon ühest ruumikoordinaadist.
iii. Segaülesanne paraboolse võrrandi jaoks, kui n = 1
Leida u(x, t), mis rahuldab võrrandit (10.1.2) x1 < x < x2 ja t > 0 korral ning
algtingimust













+ γ(x2, t)u(x2, t) = µ(x2, t); t ≥ 0. (10.2.10)
iv. Segaülesanne hüperboolse võrrandi jaoks, kui n = 1
Leida u(x, t), mis rahuldab võrrandit (10.1.4) x1 < x < x2 ja t > 0 korral ning
algtingimusi




= ψ(x); x1 ≤ x ≤ x2 (10.2.11)
ja rajatingimusi (10.2.10).
Rõhutame, et segaülesande alg- ja rajatingimuste formuleerimisel tuleb pidada
silmas seda, et need tingimused peavad olema omavahel kooskõlas (vt punkt 10.3).
10.2.4 Väline rajaülesanne ja väline segaülesanne
Eespool formuleeritud rajaülesannetes või segaülesannetes oli ruumipiirkond V , kus
võrrandile lahendit otsiti, tõkestatud. Sellisel juhul on tegemist sisemise rajaülesan-
dega või sisemise segaülesandega.
Kuid on võimalik ka olukord, kui piirkond V ⊂ Rn, kus võrrandile lahendit
otsitakse, asub väljaspool teatavat tõkestatud piirkonda. Nüüd on peale rajatingi-
muste vaja ette anda ka otsitava lahendi käitumine lõpmatuses. Selliselt püstitatud
ülesannet nimetatakse väliseks rajaülesandeks või väliseks segaülesandeks.
2 Siin on kasutatud rajatingimuse üldist kuju (10.1.9).
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10.2.5 Algtingimusteta ülesanne
Me valisime Cauchy ülesandes ja segaülesandes alghetkeks, mille jaoks antakse alg-




u(x, t) = 0 (10.2.12)
ning hüperboolse võrrandi korral
lim
t→−∞





10.3 Alg- ja rajatingimuste kooskõlastamine
10.3.1 Paraboolne võrrand
Järgnevad tingimused tagavad paraboolse võrrandi alg- ja rajatingimuste kooskõla-
lisuse.
Algtingimus (10.2.6) ja rajatingimus (10.2.7) on kooskõlas, kui
[
Γ(r, 0)∂φ(r)
∂n + γ(r, 0)φ(r)
]
S
= µ(r, 0). (10.3.1)












+ γ(x2, 0)φ(x2) = µ(x2, 0). (10.3.2)
10.3.2 Hüperboolne võrrand
Järgnevad tingimused tagavad hüperboolse võrrandi alg- ja rajatingimuste kooskõ-
lalisuse.
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10.4 Matemaatilise füüsika ülesannete seade kor-
rektsus
Matemaatilise füüsika ülesanded kirjeldavad reaalseid füüsikalisi protsesse. Sellest
tulenevalt peab ülesannete seade tagama järgmiste omaduste täidetuse:3
(i) lahend eksisteerib mingis funktsioonide klassis;
(ii) lahend on ühene selles funktsioonide klassis;
(iii) lahend sõltub pidevalt ülesande lähteandmetest (st algtingimustest, rajatin-
gimustest ja lahendatavas võrrandis etteantud funktsioonidest).
Märgime veel, et vahel piirdutakse siin nõudmisega, et ainult kaks esimest oma-
dust oleksid täidetud.
Ülesanded
10.1. Otsitakse paraboolset tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, t)
piirkonnas 0 < x < L ja t > 0. Formuleerige selle ülesande jaoks mittehomogeenne
algtingimus ja homogeensed esimest liiki rajatingimused.
10.2. Otsitakse paraboolset tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, t)
piirkonnas 0 < x < L ja t > 0. Formuleerige selle ülesande jaoks mittehomogeenne
algtingimus ja mittehomogeensed teist liiki rajatingimused.
3 Vt ka M. Liigant "Matemaatilise füüsika võrrandid. I", Tartu, 1977, lk 38–40.
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10.3. Otsitakse hüperboolset tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, t)
piirkonnas 0 < x < L ja t > 0. Formuleerige selle ülesande jaoks mittehomogeensed
algtingimused ja homogeensed kolmandat liiki rajatingimused.
10.4. Otsitakse elliptilist tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, y)
ringikujulises piirkonnas, mille rajaks on ringjoon raadiusega r0. Formuleerige selle
ülesande jaoks mittehomogeenne esimest liiki rajatingimus.
Näpunäide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.
10.5. Otsitakse elliptilist tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, y)
ringikujulises piirkonnas, mille rajaks on ringjoon raadiusega r0. Formuleerige selle
ülesande jaoks mittehomogeenne teist liiki rajatingimus.
Näpunäide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.
10.6. Otsitakse elliptilist tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, y)
väljaspool ringikujulist piirkonda, mille rajaks on ringjoon raadiusega r0. Formulee-
rige selle ülesande jaoks mittehomogeenne teist liiki rajatingimus.
Näpunäide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.
10.7. Otsitakse elliptilist tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, y)
piirkonnas, mille rajadeks on kaks kontsentrilist ringi raadiustega r1 ja r2. Olgu r1 >
r2. Formuleerige selle ülesande jaoks mittehomogeensed esimest liiki rajatingimused.
Näpunäide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.
10.8. Otsitakse elliptilist tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, y)
piirkonnas, mille rajadeks on kaks kontsentrilist ringi raadiustega r1 ja r2. Olgu r1 >
r2. Formuleerige selle ülesande jaoks mittehomogeensed teist liiki rajatingimused.
Näpunäide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.
10.9. Otsitakse elliptilist tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, y)
ristkülikukujulises piirkonnas 0 < x < a ja 0 < y < b. Formuleerige selle ülesande
jaoks mittehomogeensed esimest liiki rajatingimused.
10.10. Otsitakse elliptilist tüüpi osatuletistega diferentsiaalvõrrandi lahendit u(x, y)
ristkülikukujulises piirkonnas 0 < x < a ja 0 < y < b. Formuleerige selle ülesande









dx + p0(x), (11.1.1)
kus p0(x), p1(x) ja p2(x) on üldjuhul komplekssete väärtustega reaalmuutuja funkt-
sioonid. Operaatori lineaarsus tähendab seda, et
L [α1f1(x) + α2f2(x)] = α1Lf1(x) + α2Lf2(x), (11.1.2)
kus α1,2 = const ja f1,2(x) on suvalised funktsioonid.
Diferentsiaalvõrrandit
Lu(x) = λρ(x)u(x); x1 < x < x2, (11.1.3)
kus ρ(x) on kaalufunktsioon ja λ on konstant, nimetatakse operaatori L omaväärtus-
võrrandiks. Eeldatakse, et ρ(x) on reaalne funktsioon, mis ei muuda märki vahemikus
x1 < x < x2. Võrrandi (11.1.3) lahendamiseks peavad olema antud rajatingimused
punktides x = x1 ja x = x2. Raja võib paikneda ka lõpmatuses, st x1,2 = ∓∞.
Konstandi λ väärtusi, mille korral eksisteerivad võrrandi (11.1.3) mittetriviaalsed
lahendid, nimetatakse operaatori L omaväärtusteks. Omaväärtustele vastavaid võr-
randi (11.1.3) lahendeid nimetatakse operaatori L omafunktsioonideks.
11.2 Hermiitiliste operaatorite omadused
11.2.1 Kaasoperaator ja hermiitiline operaator
Operaatori L kaaskompleksiks nimetatakse operaatorit L∗, mis rahuldab tingimust
L∗f(x) = (Lf ∗(x))∗ . (11.2.1)
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kus f(x) ja g(x) on suvalised ruutintegreeruvad funktsioonid vahemikus x1 ≤ x ≤
x2.






























2(x)g(x)] + p∗1(x)g(x)f(x). (11.2.5)





















1(x) + p∗0(x). (11.2.7)

























Operaatorit L nimetatakse formaalselt hermiitiliseks, kui
L† = L. (11.2.9)











Valemitest (11.1.1), (11.2.8) ja (11.2.9) järeldub, et formaalselt hermiitilise ope-
raatori korral
p∗2(x) = p2(x), (11.2.11)
st kordaja p2(x) peab olema reaalne. Samuti peavad olema täidetud tingimused
1















Operaatorit L nimetatakse hermiitiliseks või ka sümmeetriliseks, kui peale tin-













kus funktsioonid g(x) ja f(x) rahuldavad tingimust (11.2.14). Teisiti öeldes: me
saame rääkida operaatori L hermiitilisusest mitte suvaliste, vaid ainult selliste ruu-
tintegreeruvate funktsioonide suhtes, mis rahuldavad tingimust (11.2.14).
Operaatorit L nimetatakse formaalselt antihermiitiliseks, kui
L† = −L. (11.2.16)











Operaatorit L nimetatakse antihermiitiliseks või ka antisümmeetriliseks, kui pea-
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11.2.2 Hermiitilise operaatori omaväärtuste reaalsus
Näitame, et hermiitilise operaatori omaväärtused on reaalsed.
Olgu λ0 hermiitilise operaatori L omaväärtus, millele vastav omafunktsioon on
u0(x). Seega on rahuldatud omaväärtusvõrrand
Lu0(x) = λ0ρ(x)u0(x); x1 < x < x2. (11.2.19)







Viimase võrduse paremal poolel olev integraal on reaalne suurus. Näitame, et ka































Seega on võrduse (11.2.20) vasakul poolel olev integraal samuti reaalne suurus ja
järelikult on omaväärtus λ0 reaalne.
11.2.3 Hermiitilise operaatori omafunktsioonide ortogonaal-
sus
Eeldame, et hermiitilise operaatori omaväärtuste spekter on diskreetne. Näitame,
et hermiitilise operaatori erinevatele omaväärtustele vastavad omafunktsioonid on
ortogonaalsed.
Olgu λn ja λn′ hermiitilise operaatori L erinevad omaväärtused, λn ̸= λn′ . Neile
omaväärtustele vastavad omafunktsioonid on un(x) ja un′(x). Eeldame lihtsuse ees-
märgil, et operaatori L omaväärtused ei ole kõdunud, st igale omaväärtusele vastab
ainult üks omafunktsioon. Kehtivad omaväärtusvõrrandid
Lun(x) = λnρ(x)un(x), (11.2.23)
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Lun′(x) = λn′ρ(x)un′(x), (11.2.24)




















Operaatori L hermiitilisuse tingimusest (11.2.15) järeldub, et võrduste (11.2.26) ja




u∗n(x)un′(x)ρ(x)dx = 0. (11.2.28)




u∗n(x)un′(x)ρ(x)dx = 0; n ̸= n′. (11.2.29)
Eeldades, et omafunktsioonid on normeeritud, nii et
x2∫
x1




u∗n(x)un′(x)ρ(x)dx = δnn′ . (11.2.31)
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+ qX = −λρX; x1 < x < x2, (11.3.1)
kus p = p(x) > 0, q = q(x) ja ρ = ρ(x) > 0 on reaalsed funktsioonid piirkonnas
x1 < x < x2 ning λ on konstant, nimetatakse Sturmi-Liouville’i võrrandiks.













+ γ(x2)X(x2) = 0, (11.3.2)
kus Γ2 + γ2 ̸= 0.
Valemitega (11.3.1) ja (11.3.2) antud ülesannet nimetatakse regulaarseks Sturmi-
Liouville’i rajaülesandeks.
Konstandi λ väärtused ei ole võrrandis (11.3.1) fikseeritud. Need peavad olema
sellised, et võrrandil (11.3.1) oleks olemas rajatingimusi (11.3.2) rahuldav mitte-
triviaalne lahend. Selliseid λ väärtusi nimetatakse Sturmi-Liouville’i rajaülesande
omaväärtusteks ning neile vastavaid võrrandi (11.3.1) mittetriviaalseid lahendeid Xλ
Sturmi-Liouville’i rajaülesande omafunktsioonideks. Omaväärtused λ ja omafunkt-
sioonid Xλ leitakse Sturmi-Liouville’i rajaülesande lahendamise käigus.
Sturmi-Liouville’i võrrandi saab esitada diferentsiaaloperaatori omaväärtusvõr-
randina:













Teist järku hariliku lineaarse diferentsiaalvõrrandi (11.3.1) üldlahend (st Sturmi-
Liouville’i rajaülesande omafunktsioon) on kujuga
Xλ(x) = C1λX1λ(x) + C2λX2λ(x), (11.3.5)
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kus X1λ(x) ja X2λ(x) on võrrandi (11.3.1) lineaarselt sõltumatud lahendid2 ning C1λ
ja C2λ on konstandid. Indeks λ osutab siin sõltuvusele λ-st kui parameetrist. Üld-
lahend (11.3.5) peab rahuldama rajatingimusi (11.3.2). Seda saab tagada kordajate




























+γ(x2) {C1λX1λ(x2) + C2λX2λ(x2)} = 0. (11.3.6)
Kirjutame selle võrrandisüsteemi ümber kujul
ε11λC1λ + ε12λC2λ = 0,







+ γ(xi)Xjλ(xi); i, j = 1, 2. (11.3.8)
Valem (11.3.7) kujutab endast lineaarset homogeenset võrrandisüsteemi kordajate





∣∣∣∣∣ = 0. (11.3.9)
Lahendades võrrandi (11.3.9) λ suhtes, oleme leidnud Sturmi-Liouville’i rajaülesande
omaväärtused. Saab näidata, et need omaväärtused on reaalsed. Olgu nendeks oma-
väärtusteks
λn; n = 0, 1, 2, . . . . (11.3.10)
Igale omaväärtusele λn vastab nüüd võrrandisüsteem
ε11nC1n + ε12nC2n = 0,
ε21nC1n + ε22nC2n = 0, (11.3.11)




parajasti siis, kui αm = 0; m = 1, . . . ,M .
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kus on tähistatud εijλn ≡ εijn; Ciλn ≡ Cin; i, j = 1, 2. Sturmi-Liouville’i rajaülesande
omaväärtusele λn vastav omafunktsioon on seega
Xn(x) = C1nX1n(x) + C2nX2n(x). (11.3.12)
Kuna süsteem (11.3.11) on homogeenne, siis saame siit leida ainult mittetriviaal-
seteks lahenditeks olevate kordajate C1n ja C2n suhte. Selleks et need kordajad ja
seega ka omafunktsioonid (11.3.12) oleksid lõplikult määratud, on vajalik täiendav
tingimus, milleks on omafunktsiooni normeerimistingimus:
∫ x2
x1
ρ(x)X2n(x)dx = 1. (11.3.13)




ρ(x)Xn(x)Xn′(x)dx = 0; n ̸= n′. (11.3.14)




ρ(x)Xn(x)Xn′(x)dx = δnn′ . (11.3.15)
Märgime veel, et Sturmi-Liouville’i rajaülesande omafunktsioonid moodustavad
täieliku süsteemi, st iga vähemalt tükati pidevat funktsiooni saab esitada omafunkt-
sioonide lõpmatu lineaarkombinatsioonina. Samuti on võimalik näidata, et funkt-
sioonid, mis moodustavad täieliku ortonormeeritud süsteemi, rahuldavad tingimust
∑
n
Xn(x)Xn(x′) = δ(x− x′). (11.3.16)
Ülesanded
11.1. Näidake, et kahe hermiitilise operaatori summa on hermiitiline operaator.
11.2. Leidke kahe operaatori korrutise kaasoperaator.
11.3. Millisel juhul on kahe hermiitilise operaatori korrutis hermiitiline operaator?
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11.4. Põhjendage, et operaator d
2
dx2 on formaalselt hermiitiline.
11.5. Põhjendage, et suvaline reaalne funktsioon on käsitletav formaalselt hermiiti-
lise operaatorina.
11.6. Põhjendage, et operaator ddx on formaalselt antihermiitiline.
11.7. Põhjendage, et operaator i ddx on formaalselt hermiitiline.
11.8. Põhjendage, et Laplace’i operaator on formaalselt hermiitiline.
11.9. Põhjendage, et i∇⃗ on formaalselt hermiitiline operaator.
11.10. Näidake, et kui diferentsiaaloperaatori (11.1.1) kordajad p2(x), p1(x) ja p0(x)








11.11. Näidake, et kui diferentsiaaloperaatori (11.1.1) kordajad p2(x), p1(x) ja p0(x)























kus f(x) ja g(x) on suvalised ruutintegreeruvad funktsioonid vahemikus x1 ≤ x ≤ x2,
tagavad operaatori hermiitilisuse.
11.12. Põhjendage, et Sturmi-Liouville’i rajaülesande omaväärtused on reaalsed.
11.13. Põhjendage, et Sturmi-Liouville’i rajaülesande erinevatele omaväärtustele
vastavad omafunktsioonid on ortogonaalsed.
11.14. Näidake, et Sturmi-Liouville’i rajaülesande erinevatele omaväärtustele vas-
tavad omafunktsioonid on lineaarselt sõltumatud.
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11.15. Tehke kindlaks, millistel tingimustel on Sturmi-Liouville’i operaator hermii-
tiline.
11.16. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)
dx2 = −λX(x); x1 < x < x2,
X(x1) = X(x2) = 0.
11.17. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)









11.18. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)










+ γ(x2)X(x2) = 0.
11.19. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)








11.20. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)






+ γ(x2)X(x2) = 0.
11.21. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)










+ γ(x2)X(x2) = 0.
11.22. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)







11.23. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)





+ γ(x1)X(x1) = 0,
X(x2) = 0.
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11.24. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaülesanne
d2X(x)











12. Muutujate eraldamise meetod
(Fourier’ meetod)
Muutujate eraldamise meetod ehk Fourier’ meetod on üks efektiivsemaid vahen-
deid osatuletistega diferentsiaalvõrrandite lahendamisel, kui võrrand on homogeen-
ne. Kõigepealt rakendame seda meetodit üldkujulise 1 + 1 sõltumatu muutujaga
homogeense paraboolse ja hüperboolse võrrandi jaoks formuleeritud segaülesande
korral. Seejuures tekkiva Sturmi-Liouville’i rajaülesande lahendusskeem oli esitatud
eelmises peatükis. Edasi eraldame ruumilised muutujad homogeenses elliptilises võr-
randis Descartes’i, silindrilise ja sfäärilise koordinaatsüsteemi juhul. Kui muutujad
on täielikult eraldatud, siis asendub osatuletistega diferentsiaalvõrrand iga muutuja
jaoks eraldi hariliku diferentsiaalvõrrandiga.
12.1 1 + 1 sõltumatu muutujaga homogeenne pa-
raboolne võrrand
Rakendame Fourier’ meetodit homogeense paraboolse võrrandi korral, kus sõltuma-
tud muutujad on ruumikoordinaat x ja aeg t.
12.1.1 Muutujate eraldamine












+ qu; t > 0; x1 < x < x2, (12.1.1)
algtingimust
u(x, 0) = φ(x); x1 ≤ x ≤ x2 (12.1.2)
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+ γ(x2)u(x2, t) = 0; t ≥ 0. (12.1.3)
Eeldatakse, et võrrandis (12.1.1) β = const > 0, p = p(x) > 0 ja q = q(x).
Otsime võrrandi (12.1.1) lahendit kujul
u(x, t) = X(x)T (t). (12.1.4)
























Viimase võrduse vasak pool sõltub ainult ajast t ja parem pool ainult ruumikoordi-
naadist x. Järelikult peavad selle võrduse vasak ja parem pool olema võrdsed ühe









+ qX = −λX; x1 < x < x2, (12.1.7)
β
dT
dt = −λT ; t > 0. (12.1.8)
12.1.2 Rajatingimuste arvessevõtmine
Me rakendasime eespool paraboolsele võrrandile rajatingimusi (12.1.3). Asendades












+ γ(x2)X(x2) = 0. (12.1.9)
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Valemitega (12.1.7) ja (12.1.9) on antud Sturmi-Liouville’i rajaülesanne, mis on
punktis 11.3 käsitletud ülesande erijuht. Viimane läheb üle käesolevaks Sturmi-
Liouville’i rajaülesandeks, kui võrrandis (11.3.1) võtta ρ = 1. Järelikult avaldub
võrrandi (12.1.7) üldlahend, st käesoleva Sturmi-Liouville’i rajaülesande omafunkt-
sioon, kujul (11.3.12)
Xn(x) = C1nX1n(x) + C2nX2n(x), (12.1.10)
kus vastavad rajaülesande omaväärtused λn ning kordajad C1n ja C2n tuleb leida
nii, nagu on kirjeldatud punktis 11.3.
12.1.3 Üldlahend ja algtingimuste arvessevõtmine
Kasutades Sturmi-Liouville’i rajaülesande lahendeid, saame panna kirja paraboolse
võrrandi (12.1.1) üldlahendi.
Asendame Sturmi-Liouville’i rajaülesande omaväärtuse λn võrrandisse (12.1.8):
β
dT
dt = −λnT ; t > 0. (12.1.11)
Selle esimest järku hariliku diferentsiaalvõrrandi üldlahend on kujuga
Tn(t) = BnT0n(t), (12.1.12)
kus T0n(t) on võrrandi (12.1.11) lahend ja Bn on suvaline konstant.
Paraboolse võrrandi (12.1.1) lahend un(x, t), mis vastab Sturmi-Liouville’i raja-
ülesande omaväärtusele λn, avaldub võrrandi (12.1.11) üldlahendi Tn(t) ja Sturmi-
Liouville’i rajaülesande omafunktsiooni Xn(x) (vt valem (12.1.10)) kaudu:
un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = BnXn(x)T0n(t). (12.1.13)






mis rahuldab algtingimust (12.1.2). Funktsioon (12.1.14) loomulikult rahuldab võr-
randit (12.1.1) tänu viimase lineaarsusele. Kordajad Bn tuleb määrata algtingimu-




BnXn(x)T0n(0) = φ(x); x1 ≤ x ≤ x2. (12.1.15)
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Korrutame viimase võrduse mõlemat poolt funktsiooniga Xn′(x) ja integreerime∫ x2













Arvestades Sturmi-Liouville’i rajaülesande omafunktsioonide ortonormeerituse tin-










12.2 1 + 1 sõltumatu muutujaga homogeenne hü-
perboolne võrrand
Rakendame Fourier’ meetodit homogeense hüperboolse võrrandi korral, kus sõltu-
matud muutujad on ruumikoordinaat x ja aeg t.
12.2.1 Muutujate eraldamine














+ qu; t > 0; x1 < x < x2, (12.2.1)
algtingimusi




= ψ(x); x1 ≤ x ≤ x2 (12.2.2)
ja rajatingimusi (12.1.3). Eeldatakse, et võrrandis (12.2.1) α = const > 0, β =
const > 0, p = p(x) > 0 ja q = q(x).
Otsime võrrandi (12.2.1) lahendit kujul
u(x, t) = X(x)T (t). (12.2.3)
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dt = −λT ; t > 0. (12.2.5)
12.2.2 Rajatingimuste arvessevõtmine
Hüperboolsele võrrandile rakendasime eespool samasuguseid rajatingimusi nagu pa-
raboolselegi võrrandile: rajatingimusi (12.1.3). Seega on ka võrrandi (12.2.4) raja-
tingimused kujul (12.1.9).
Valemitega (12.2.4) ja (12.1.9) on antud Sturmi-Liouville’i rajaülesanne, mis on
punktis 11.3 käsitletud ülesande erijuht, vt ka alampunkt 12.1.2. Selle kohaselt on
võrrandi (12.2.4) üldlahend kujuga (12.1.10).
12.2.3 Üldlahend ja algtingimuste arvessevõtmine
Kasutades Sturmi-Liouville’i rajaülesande lahendeid, saame panna kirja hüperboolse
võrrandi (12.2.1) üldlahendi.





dt = −λnT ; t > 0. (12.2.6)
Teist järku hariliku diferentsiaalvõrrandi (12.2.6) üldlahend on kujuga
Tn(t) = A1nT1n(t) + A2nT2n(t), (12.2.7)
kus T1n ja T2n on võrrandi (12.2.6) lineaarselt sõltumatud lahendid ning A1n ja A2n
on suvalised konstandid.
Hüperboolse võrrandi (12.2.1) lahendiks un(x, t), mis vastab Sturmi-Liouville’i
rajaülesande omaväärtusele λn, on seega
un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Xn(x) [A1nT1n(t) + A2nT2n(t)] . (12.2.8)





Xn(x) [A1nT1n(t) + A2nT2n(t)] , (12.2.9)
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mis rahuldab algtingimusi (12.2.2). Funktsioon (12.2.9) loomulikult rahuldab võr-
randit (12.2.1) seoses viimase lineaarsusega. Selleks et funktsioon (12.2.9) rahuldaks
algtingimusi (12.2.2), peavad kehtima võrdused
∑
n

















x1 ≤ x ≤ x2.
Kasutades Sturmi-Liouville’i rajaülesande omafunktsioonide ortonormeerituse tin-
gimust (11.3.15), kus praegusel juhul ρ = 1, saadakse siit võrrandisüsteem kordajate
A1n ja A2n määramiseks. Selleks korrutame viimaste võrduste mõlemaid pooli funkt-
siooniga Xn′(x) ja integreerime
∫ x2
x1 . . . dx. Tulemuseks on


















12.3 Laplace’i operaator erinevates koordinaatsüs-
teemides
12.3.1 Descartes’i koordinaadid
Ruumikoordinaatidest sõltuva funktsiooni u argumendid Descartes’i koordinaatsüs-
teemis on x, y ja z:
u = u(x, y, z). (12.3.1)











12.3.2 Silindrilised koordinaadid ja polaarkoordinaadid
Ruumikoordinaatidest sõltuva funktsiooni u argumendid silindrilises koordinaatsüs-
teemis on r, ϕ ja z:
u = u(r, ϕ, z). (12.3.3)
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Üleminek Descartes’i koordinaatidelt x, y, z silindrilistele koordinaatidele r, ϕ, z toi-
mub järgmiste teisendusvalemite abil:
x = r cos(ϕ),
y = r sin(ϕ),
z = z, (12.3.4)
kus 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Kahest esimesest võrdusest valemites (12.3.4) järeldub, et
r2 = x2 + y2. (12.3.5)


















Silindrilisi koordinaate on otstarbekas kasutada juhul, kui lahendatav ülesanne
(võrrand ja/või rajatingimused) on silindrilise sümmeetriaga.
Kui sõltuvus koordinaadist z puudub, siis asenduvad silindrilised koordinaadid
r, ϕ, z polaarkoordinaatidega r, ϕ. Valemid
x = r cos(ϕ),
y = r sin(ϕ), (12.3.7)
kus 0 ≤ ϕ ≤ 2π, teisendavad Descartes’i koordinaadid x, y polaarkoordinaatideks
















Ruumikoordinaatidest sõltuva funktsiooni u argumendid sfäärilises koordinaatsüs-
teemis on r, θ ja ϕ:
u = u(r, θ, ϕ). (12.3.9)
Teisendusvalemid üleminekuks Descartes’i koordinaatidelt x, y, z sfäärilistele koor-
dinaatidele r, θ, ϕ on järgmised:
x = r sin(θ) cos(ϕ),
y = r sin(θ) sin(ϕ),
z = z cos(θ), (12.3.10)
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r2 = x2 + y2 + z2. (12.3.11)
























Sfäärilisi koordinaate on otstarbekas kasutada juhul, kui lahendatav ülesanne
(võrrand ja/või rajatingimused) on sfäärilise sümmeetriaga.
12.4 Muutujate eraldamine Descartes’i koordinaat-
süsteemis
Esitame muutujate eraldamise skeemid Descartes’i koordinaatide jaoks homogeenses
Helmholtzi võrrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi võrrandis ja Laplace’i
võrrandis.
12.4.1 Homogeenne Helmholtzi võrrand









+ k2u = 0, (12.4.1)
kus k2 = const > 0.
Selleks et eraldada muutujad x, y ja z, esitame otsitava funktsiooni kolme funkt-
siooni korrutisena,
u(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z). (12.4.2)








2XY Z = 0. (12.4.3)













2 = 0. (12.4.4)
141 12. Muutujate eraldamise meetod (Fourier’ meetod)














Valem (12.4.5) võimaldab eraldada muutuja x muutujatest y ja z. Kuna võrduse
(12.4.5) vasak pool sõltub ainult argumendist x ning parem pool ainult argumenti-
dest y ja z, siis peavad võrduse (12.4.5) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised














2 = λ. (12.4.7)









Valem (12.4.8) võimaldab eraldada muutujad y ja z. Võrduse (12.4.8) vasak pool
sõltub ainult argumendist y ning parem pool ainult argumendist z. See tähendab,
et võrduse (12.4.8) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised peavad võrduma ühe









dz2 = λ+ µ− k
2. (12.4.10)
Toome sisse uue konstandi −ν:
−ν = λ+ µ− k2. (12.4.11)




dz2 = −ν. (12.4.12)
Sellega oleme eraldanud muutujad x, y ja z. Esialgne osatuletistega diferent-
siaalvõrrand (12.4.1) on asendunud kolme sõltumatu hariliku diferentsiaalvõrrandi-
ga (12.4.6), (12.4.9) ja (12.4.12). Nendes võrrandites sisalduvad konstandid peavad
rahuldama tingimust
λ+ µ+ ν = k2. (12.4.13)
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Võrrandi (12.4.1) lahend
uλµν(x, y, z) = Xλ(x)Yµ(y)Zν(z) (12.4.14)
sõltub nendest konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise konstantide väärtus-
tele vastavate funktsioonide (12.4.14) suvaline lineaarkombinatsioon rahuldab samu-
ti võrrandit (12.4.1).
12.4.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi võrrand










− k2u = 0, (12.4.15)
kus k2 = const > 0.
Samamoodi nagu alampunktis 12.4.1 esitame otsitava funktsiooni kolme ühe
muutuja funktsiooni korrutisena,
u(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z), (12.4.16)
ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid λ, µ ja ν, mis rahuldavad tingi-
must
λ+ µ+ ν = k2. (12.4.17)













dz2 = ν. (12.4.20)
Võrrandi (12.4.15) lahend
uλµν(x, y, z) = Xλ(x)Yµ(y)Zν(z) (12.4.21)
sõltub konstantidest λ, µ ja ν. Erinevatele muutujate eraldamise konstantide väär-
tustele vastavate funktsioonide (12.4.21) suvaline lineaarkombinatsioon rahuldab sa-
muti võrrandit (12.4.15).
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12.4.3 Laplace’i võrrand










Esitame otsitava funktsiooni kolme ühe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z), (12.4.23)
ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid λ, µ ja ν, mis rahuldavad tingi-
must (12.4.17), kus nüüd k = 0. Osatuletistega diferentsiaalvõrrandi (12.4.22) ase-
mel saame siis kolm sõltumatut harilikku diferentsiaalvõrrandit (12.4.18)–(12.4.20).
Võrrandi (12.4.22) lahend
uλµν(x, y, z) = Xλ(x)Yµ(y)Zν(z) (12.4.24)
sõltub konstantidest λ, µ ja ν. Erinevatele muutujate eraldamise konstantide väär-
tustele vastavate funktsioonide (12.4.24) suvaline lineaarkombinatsioon rahuldab sa-
muti võrrandit (12.4.22).
12.5 Muutujate eraldamine silindrilises koordinaat-
süsteemis
Esitame muutujate eraldamise skeemid silindriliste koordinaatide jaoks homogeenses
Helmholtzi võrrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi võrrandis ja Laplace’i
võrrandis.
12.5.1 Homogeenne Helmholtzi võrrand

















+ k2u = 0, (12.5.1)
kus k2 = const > 0.
Selleks et eraldada muutujad r, ϕ ja z, esitame otsitava funktsiooni kolme funkt-
siooni korrutisena,
u(r, ϕ, z) = R(r)Φ(ϕ)Z(z). (12.5.2)
















2RΦZ = 0. (12.5.3)
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2 = 0. (12.5.4)

















Valem (12.5.5) võimaldab eraldada muutuja z muutujatest r ja ϕ. Kuna võrduse
(12.5.5) parem pool sõltub ainult argumendist z ning vasak pool ainult argumenti-
dest r ja ϕ, siis peavad võrduse (12.5.5) paremal ja vasakul poolel seisvad avaldised


















2 = −λ. (12.5.7)










+ k2 + λ = − 1Φr2
d2Φ
dϕ2 . (12.5.8)










+ (k2 + λ)r2 = − 1Φ
d2Φ
dϕ2 . (12.5.9)
Valem (12.5.9) võimaldab eraldada muutujad r ja ϕ. Võrduse (12.5.9) vasak pool
sõltub ainult argumendist r ning parem pool ainult argumendist ϕ. See tähendab,
et võrduse (12.5.9) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised peavad võrduma ühe















dϕ2 = −µ. (12.5.11)
145 12. Muutujate eraldamise meetod (Fourier’ meetod)
Sellega oleme eraldanud muutujad r, ϕ ja z. Esialgne osatuletistega diferent-
siaalvõrrand (12.5.1) on asendunud kolme sõltumatu hariliku diferentsiaalvõrrandiga
(12.5.6), (12.5.10) ja (12.5.11). Võrrandi (12.5.1) lahend
uλµν(r, ϕ, z) = Rλµ(r)Φµ(ϕ)Zλ(z) (12.5.12)
sõltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide väärtustele vastavate funktsioonide (12.5.12) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti võrrandit (12.5.1).
12.5.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi võrrand


















− k2u = 0, (12.5.13)
kus k2 = const > 0.
Esitame otsitava funktsiooni kolme ühe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(r, ϕ, z) = R(r)Φ(ϕ)Z(z), (12.5.14)
ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid −λ ja µ. Osatuletistega diferent-
siaalvõrrandi (12.5.13) asemel saame siis kolm sõltumatut harilikku diferentsiaal-
võrrandit (12.5.6), (12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures võrrandis (12.5.10) tuleb teha
asendus k2 → −k2. Võrrandi (12.5.13) lahend
uλµν(r, ϕ, z) = Rλµ(r)Φµ(ϕ)Zλ(z) (12.5.15)
sõltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide väärtustele vastavate funktsioonide (12.5.15) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti võrrandit (12.5.13).
12.5.3 Laplace’i võrrand


















Esitame otsitava funktsiooni kolme ühe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(r, ϕ, z) = R(r)Φ(ϕ)Z(z), (12.5.17)
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ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid −λ ja µ. Osatuletistega diferent-
siaalvõrrandi (12.5.16) asemel saadakse siis kolm sõltumatut harilikku diferentsiaal-
võrrandit (12.5.6), (12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures võrrandis (12.5.10) tuleb võtta
k = 0. Võrrandi (12.5.16) lahend
uλµν(r, ϕ, z) = Rλµ(r)Φµ(ϕ)Zλ(z) (12.5.18)
sõltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide väärtustele vastavate funktsioonide (12.5.18) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti võrrandit (12.5.16).
12.6 Muutujate eraldamine polaarkoordinaatide
korral
Esitame muutujate eraldamise skeemid polaarkoordinaatide jaoks homogeenses Helm-
holtzi võrrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi võrrandis ja Laplace’i võr-
randis.
12.6.1 Homogeenne Helmholtzi võrrand














+ k2u = 0, (12.6.1)
kus k2 = const > 0.
Selleks et eraldada muutujad r ja ϕ, esitame otsitava funktsiooni kahe funktsiooni
korrutisena,
u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ), (12.6.2)
ja toome sisse muutujate eraldamise konstandi µ. Saame kaks sõltumatut harilik-
ku diferentsiaalvõrrandit (12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures võrrandis (12.5.10) tuleb
võtta λ = 0.
Sellega oleme eraldanud muutujad r ja ϕ. Võrrandi (12.6.1) lahend
uµ(r, ϕ) = Rµ(r)Φµ(ϕ) (12.6.3)
sõltub muutujate eraldamise konstandist. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tandi väärtustele vastavate funktsioonide (12.6.3) suvaline lineaarkombinatsioon ra-
huldab samuti võrrandit (12.6.1).
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12.6.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi võrrand














− k2u = 0, (12.6.4)
kus k2 = const > 0.
Esitame otsitava funktsiooni kahe ühe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ), (12.6.5)
ning toome sisse muutujate eraldamise konstandi µ. Osatuletistega diferentsiaal-
võrrandi (12.6.4) asemel saame siis kaks sõltumatut harilikku diferentsiaalvõrrandit
(12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures võrrandis (12.5.10) tuleb võtta λ = 0 ja teha asen-
dus k2 → −k2. Võrrandi (12.6.4) lahend
uµ(r, ϕ) = Rµ(r)Φµ(ϕ) (12.6.6)
sõltub muutujate eraldamise konstandist. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tandi väärtustele vastavate funktsioonide (12.6.6) suvaline lineaarkombinatsioon ra-
huldab samuti võrrandit (12.6.4).
12.6.3 Laplace’i võrrand















Esitame otsitava funktsiooni kahe ühe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ), (12.6.8)
ning toome sisse muutujate eraldamise konstandi µ. Osatuletistega diferentsiaal-
võrrandi (12.6.7) asemel saame siis kaks sõltumatut harilikku diferentsiaalvõrrandit
(12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures võrrandis (12.5.10) tuleb võtta λ = k = 0. Võrrandi
(12.6.7) lahend
uµ(r, ϕ) = Rµ(r)Φµ(ϕ) (12.6.9)
sõltub muutujate eraldamise konstandist. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tandi väärtustele vastavate funktsioonide (12.6.9) suvaline lineaarkombinatsioon ra-
huldab samuti võrrandit (12.6.7).
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12.7 Muutujate eraldamine sfäärilises koordinaat-
süsteemis
Esitame muutujate eraldamise skeemid sfääriliste koordinaatide jaoks homogeenses
Helmholtzi võrrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi võrrandis ja Laplace’i
võrrandis.
12.7.1 Homogeenne Helmholtzi võrrand






















+ k2u = 0, (12.7.1)
kus k2 = const > 0.
Selleks et eraldada muutujad r, θ ja ϕ, esitame otsitava funktsiooni kolme funkt-
siooni korrutisena,
u(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ). (12.7.2)






















+ k2RΘΦ = 0.
(12.7.3)




















+ k2 = 0.
(12.7.4)
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Valem (12.7.6) võimaldab eraldada muutuja r muutujatest θ ja ϕ. Kuna võrduse
(12.7.6) vasak pool sõltub ainult argumendist r ning parem pool ainult argumenti-
dest θ ja ϕ, siis peavad võrduse (12.7.6) paremal ja vasakul poolel seisvad avaldised


















































Valem (12.7.10) võimaldab eraldada muutujad θ ja ϕ. Võrduse (12.7.10) vasak pool
sõltub ainult argumendist θ ning parem pool ainult argumendist ϕ. See tähendab, et
võrduse (12.7.10) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised peavad võrduma ühe













dϕ2 = −µ. (12.7.12)
Sellega oleme eraldanud muutujad r, θ ja ϕ. Esialgne osatuletistega diferent-
siaalvõrrand (12.7.1) on asendunud kolme sõltumatu hariliku diferentsiaalvõrrandiga
(12.7.7), (12.7.11) ja (12.7.12). Võrrandi (12.7.1) lahend
uλµ(r, θ, ϕ) = Rλ(r)Θλµ(θ)Φµ(ϕ) (12.7.13)
sõltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide väärtustele vastavate funktsioonide (12.7.13) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti võrrandit (12.7.1).
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12.7.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi võrrand























− k2u = 0, (12.7.14)
kus k2 = const > 0.
Esitame otsitava funktsiooni kolme ühe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ), (12.7.15)
ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid λ ja µ. Osatuletistega diferent-
siaalvõrrandi (12.7.14) asemel saame siis kolm sõltumatut harilikku diferentsiaal-
võrrandit (12.7.7), (12.7.11) ja (12.7.12), kusjuures võrrandis (12.7.7) tuleb teha
asendus k2 → −k2. Võrrandi (12.7.14) lahend
uλµ(r, θ, ϕ) = Rλ(r)Θλµ(θ)Φµ(ϕ) (12.7.16)
sõltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide väärtustele vastavate funktsioonide (12.7.16) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti võrrandit (12.7.14).
12.7.3 Laplace’i võrrand























Esitame otsitava funktsiooni kolme ühe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ), (12.7.18)
ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid λ ja µ. Osatuletistega diferent-
siaalvõrrandi (12.7.17) asemel saame siis kolm sõltumatut harilikku diferentsiaalvõr-
randit (12.7.7), (12.7.11) ja (12.7.12), kusjuures võrrandis (12.7.7) tuleb võtta k = 0.
Võrrandi (12.7.17) lahend
uλµ(r, θ, ϕ) = Rλ(r)Θλµ(θ)Φµ(ϕ) (12.7.19)
sõltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide väärtustele vastavate funktsioonide (12.7.19) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti võrrandit (12.7.17).
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12.7.4 Helmholtzi võrrandi üldistus
Me eraldasime sfäärilised muutujad homogeenses Helmholtzi võrrandis (12.7.1) ja
homogeenses modifitseeritud Helmholtzi võrrandis (12.7.14). Kuid muutujate eral-






















+K(r, θ, ϕ)u = 0,
(12.7.20)
kui
K(r, θ, ϕ) = f(r) + g(θ)
r2
+ h(ϕ)
r2 sin2(θ) + const, (12.7.21)
kus f(r), g(θ) ja h(ϕ) on etteantud funktsioonid.
Ülesanded
12.1. Kontrollige, et võrrand (12.1.1) on rahuldatud, kui sinna asendada funktsioon
u(x, t) valemist (12.1.14).
12.2. Tuletage võrrandid (12.2.4) ja (12.2.5).
12.3. Kontrollige, et võrrand (12.2.1) on rahuldatud, kui sinna asendada funktsioon
u(x, t) valemist (12.2.9).






; D = const > 0.






− νu; D = const > 0; ν = const > 0.
12.6. Kontrollige, et võrrand (12.2.1) on rahuldatud, kui sinna asendada funktsioon
u(x, t) valemist (12.2.9).
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12.7. Tuletage võrrandisüsteem (12.2.11).








; a = const > 0.










; a = const > 0; γ = const > 0.
12.10. Põhjendage, miks muutujate eraldamise meetodit ei saa üldjuhul kasutada,
kui võrrandite (12.1.1) ja (12.2.1) paremad pooled sisaldaksid täiendava aditiivse
liikmena etteantud funktsiooni g(x, t), st meil oleks tegemist mittehomogeensete
osatuletistega diferentsiaalvõrranditega.
12.11. Teisendage Laplace’i operaator Descartes’i koordinaatidest silindrilistesse
koordinaatidesse.
12.12. Teisendage Laplace’i operaator Descartes’i koordinaatidest sfäärilistesse koor-
dinaatidesse.
12.13. Põhjendage, et võrrandi (12.4.1) lahendiks on ka erinevatele muutujate eral-
damise konstantidele vastavate funktsioonide (12.4.14) suvaline lineaarkombinat-
sioon.
12.14. Põhjendage, et võrrandi (12.4.15) lahendiks on ka erinevatele muutujate
eraldamise konstantidele vastavate funktsioonide (12.4.21) suvaline lineaarkombi-
natsioon.
12.15. Põhjendage, et võrrandi (12.4.22) lahendiks on ka erinevatele muutujate
eraldamise konstantidele vastavate funktsioonide (12.4.24) suvaline lineaarkombi-
natsioon.
12.16. Eraldage muutujad võrrandis (12.7.20).
13. Fourier’ teisendus
13.1 Fourier’ teisendus ja pöördteisendus
Teisendust





mis seab funktsiooniga f(x) vastavusse funktsiooni F (k), nimetatakse funktsiooni
f(x) Fourier’ teisenduseks.1 Funktsiooni F (k) nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’
teisendiks.
Valemis (13.1.1) peab integraalialune funktsioon f(x) olema määratud piirkon-
nas −∞ < x <∞. Me mõistame muutuja x all siin eelkõige ruumikoordinaati, kuigi
põhimõtteliselt võib x olla ka mingi teistsuguse tähendusega muutuja. Integraali
võrduse (13.1.1) paremal poolel nimetatakse Fourier’ integraaliks. Fourier’ integraa-
li koonduvuseks (Fourier’ teisenduse eksisteerimiseks) peab funktsioon f(x) olema
absoluutselt integreeruv.2
Olgu nüüd funktsioon f(x) (i) absoluutselt integreeruv ja (ii) pidev igal tõkestatud








Asendame viimase võrduse paremal poolel valemi (13.1.1) alusel Fourier’ teisendi
1 Detailsemat Fourier’ teisenduse käsitlust vt näiteks G. B. Arfken, H. J. Weber "Mathematical
methods for physicists", Academic Press, Amsterdam [etc], 2001.




Funktsioon f(x) võib olla ka kompleksne.
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F (k). Tulemuseks on Fourier’ pöördteisendus





mis seab funktsiooniga F (k) vastavusse funktsiooni f(x).
Kasutatakse samuti Fourier’ teisendust, kus valemis (13.1.1) integraali ees olev
kordaja on kas 1/2π või 1. Selle järgi muutub siis ka Fourier’ pöördteisendus.
Märgime, et üleminekuteks Fourier’ teisenduse ja pöördteisenduse vahel saab
kasutada δ-funktsiooni esitust kujul (vt lisa A, valem (A.7) koos vastavate kommen-
taaridega)








Järelduvad need võrdused otseselt ka Fourier’ integraalteoreemist: kui asendada δ-
funktsioon valemist (13.1.4) valemisse (13.1.2), siis on tulemuseks samasus.
Juhul kui absoluutselt integreeruv funktsioon f(x) on tükati pidev igal tõkesta-
tud lõigul, siis tuleb valemites (13.1.2) ja (13.1.3) võrduste vasakutel pooltel f(x)
asendada avaldisega
1
2 [f(x+) + f(x−)] , (13.1.6)
mis vajadusel arvestab funktsiooni katkevusega punktis x.
Fourier’ teisendus on hea vahend nii osatuletistega diferentsiaalvõrrandite teisen-
damiseks harilikeks diferentsiaalvõrranditeks kui ka harilike diferentsiaalvõrrandite
teisendamiseks algebralisteks võrranditeks.
13.2 Fourier’ teisenduse põhiomadused




f(η)g(x− η)dη ≡ f ∗ g (13.2.1)
nimetatakse funktsiooni f ja g konvolutsiooniks.
Kasutades definitsiooni (13.1.1) ja teisenduse lineaarsust, saab leida elementaar-
funktsioonide Fourier’ teisendid. Esitame mõned neist tabelis 13.2.
155 13. Fourier’ teisendus
Tabel 13.1. Fourier’ teisenduse omadusi. Tabelis on kasutusel tähistused f (n)(x) =
dnf(x)/dxn ja F (n)(k) = dnF (k)/dkn ning a, b = const. Omaduse 4 kehtivuseks
peavad f(x) ja df(x)/dx, . . . , dn−1f(x)/dxn−1 saama lõpmatuses võrdseks nulliga.
Funktsioon Fourier’ teisend
1 af1(x) + bf2(x) aF1(k) + bF2(k)
2 f(x/a); a > 0 aF (ak)
3 xnf(x); n = 1, 2, 3, . . . inF (n)(k)







13.3 Matemaatilise füüsika ülesannete lahenda-
mine Fourier’ teisenduse abil
Teist järku osatuletistega 1+1 sõltumatu muutujaga diferentsiaalvõrrandit saab tei-
sendada harilikuks diferentsiaalvõrrandiks, kasutades Fourier’ teisendust. Selleks on
vaja teada otsitava funktsiooni u(x, t) osatuletiste Fourier’ teisendeid. Saab näidata,
























e−ikxdx = −k2F [u], (13.3.2)
3 Valemid (13.3.1) ja (13.3.2) on tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omaduse 4 erijuhud.
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Seejuures on eeldatud, et integraalide all olevad funktsiooni u(x, t) tuletised on ab-
soluutselt integreeruvad ning funktsioon u ja tema osatuletis ∂u/∂x saavad lõpma-
tuses võrdseks nulliga. Tulemusena jõutakse hariliku diferentsiaalvõrrandini otsitava
funktsiooni Fourier’ teisendi jaoks, kus muutujaks on aeg t.
Pärast saadud hariliku diferentsiaalvõrrandi lahendamist tuleb rakendada Fou-
rier’ pöördteisendust, et leida esialgse diferentsiaalvõrrandi lahend. Selleks võib osu-





F−1[F1(k)] ∗ F−1[F2(k)] (13.3.5)
kasutamine, mis järeldub Fourier’ teisenduse omadusest 5 tabelis 13.1.
13.4 1 + 1 ja 3 + 1 mõõtmelised Fourier’ teisen-
dused
1 + 1 mõõtmeliseks Fourier’ teisenduseks nimetame funktsioonide f(x, t) ja F (k, ω)
vahelist vastavust






Funktsioon f(x, t) peab olema siin määratud kõikjal ühemõõtmelise ruumis ja kogu
ajatelje ulatuses ning olema absoluutselt integreeruv.
3 + 1 mõõtmeliseks Fourier’ teisenduseks nimetame funktsioonide f(r, t) ja
F (k, ω) vahelist vastavust










kus r = (x, y, z) ja k = (kx, ky, kz). Funktsioon f(r, t) peab olema siin määratud
kõikjal kolmemõõtmelises ruumis ja kogu ajatelje ulatuses ning olema absoluutselt
integreeruv.
Teisenduse (13.4.1) ja (13.4.2) abil saab vastavalt 1 + 1 ja 3 + 1 muutujaga
osatuletistega diferentsiaalvõrrandilt üle minna algebralisele võrrandile.
Ülesanded
13.1. Minge Fourier’ teisenduselt üle pöördteisendusele ja vastupidi, kasutades sel-
leks δ-funktsiooni esitusi (13.1.4) ja (13.1.5).
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kus Fs(k) = −iF (k).

















kus Fc(k) = F (k).








13.6. Tõestage tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omadused 1, 2 ja 3.
13.7. Tõestage tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omadus 4.
13.8. Tõestage tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omadus 5.
13.9. Näidake, et kehtib valem (13.3.1).
13.10. Näidake, et kehtib valem (13.3.2).
13.11. Näidake, et kehtib valem (13.3.3).
13.12. Näidake, et kehtib valem (13.3.4).
13.13. Näidake, et kehtib valem (13.3.5).
14. Laplace’i teisendus
14.1 Laplace’i teisendus ja pöördteisendus
Olgu t ≥ 0 reaalne muutuja. Me võime mõista muutuja t all füüsikalist aega. Tei-
sendust kujul




mis seab funktsiooniga f(t) vastavusse funktsiooni F (s), nimetatakse funktsiooni
f(t) Laplace’i teisenduseks.1 Funktsiooni F (s) nimetatakse funktsiooni f(t) Laplace’i
teisendiks. Valemis (14.1.1) peab parameetri s väärtus olema niisugune, et integraal
selles valemis koonduks.2
Teisendust L−1, mille abil saame leida funktsiooni f(t), teades funktsiooni F (s),
nimetatakse Laplace’i pöördteisenduseks. Võib leida, et




kus integreeritakse komplekstasandil mööda sellist joont Re(s) = const, et kõik
funktsiooni F (s) singulaarsused jääksid sellest joonest vasakule. Integraali valemis
(14.1.2) nimetatakse sageli ka Bromwichi integraaliks. Pideva f(t) korral on Laplace’i
teisenduse pöördteisendus üheselt defineeritud.
Laplace’i teisendust saab kasutada nii harilike diferentsiaalvõrrandite teisenda-
miseks algebralisteks võrranditeks kui ka osatuletistega diferentsiaalvõrrandite tei-
sendamiseks harilikeks diferentsiaalvõrranditeks.
1 Detailsemat Laplace’i teisenduse käsitlust vt näiteks G. B. Arfken, H. J. Weber "Mathematical
methods for physicists", Academic Press, Amsterdam [etc], 2001.
2 Parameeter s ja funktsioon f(t) võivad olla komplekssed. Laplace’i teisenduse eksisteerimiseks
on nõutav, et leiduksid sellised reaalsed M > 0 ja σ ≥ 0, et suvalise t > 0 korral oleks täidetud
tingimus |f(t)| ≤M exp(σt), kusjuures Re(s) > σ ≥ 0.
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14.2 Laplace’i teisenduse põhiomadused
Laplace’i teisenduse põhiomadused on koondatud tabelisse 14.1.
Tabel 14.1. Laplace’i teisenduse omadusi. Tabelis on kasutusel järgmised tähistused:
f (n)(t) = dnf(t)/dtn ja F (n)(s) = dnF (s)/dsn ning a, b = const.
Funktsioon Laplace’i teisend
1 af1(t) + bf2(t) aF1(s) + bF2(s)
2 f(t/a); a > 0 aF (as)
3 tnf(t); n = 1, 2, 3, . . . (−1)nF (n)(s)
4 eatf(t) F (s− a)














Kasutades definitsiooni (14.1.1) ja teisenduse lineaarsust, saab leida elementaar-
funktsioonide Laplace’i teisendid. Esitame mõned neist tabelis 14.2.
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14.3 Matemaatilise füüsika ülesannete lahenda-
mine Laplace’i teisenduse abil
Teist järku osatuletistega 1 + 1 sõltumatu muutujaga diferentsiaalvõrrandite teisen-
damisel harilikeks diferentsiaalvõrranditeks on meil vaja otsitava funktsiooni u(x, t)






















































Nende abil saadakse harilik diferentsiaalvõrrand otsitava funktsiooni Laplace’i tei-
sendi jaoks, kus muutujaks on ruumikoordinaat x.
Samamoodi nagu valem (13.3.5) kehtib ka Laplace’i teisenduse korral seos
L−1[F1(s)F2(s)] = L−1[F1(s)] ∗ L−1[F2(s)], (14.3.5)
mis võib olla kasulik diferentsiaalvõrrandi lahendi lõplikuks üleskirjutamiseks. Kon-
volutsioon on siin defineeritud samuti nagu Fourier’ teisenduse korral, ainult et lõp-
likul lõigul, vt omadus 7 tabelis 14.1, st
t∫
0
f(τ)g(t− τ)dτ ≡ f ∗ g. (14.3.6)
3 Valemid (14.3.1) ja (14.3.2) on tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omaduse 5 erijuhud.
163 14. Laplace’i teisendus
Ülesanded
14.1. Tõestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadused 1, 2, 3 ja 4.
14.2. Tõestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadus 5.
14.3. Tõestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadus 6.
14.4. Tõestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadus 7.
14.5. Näidake, et kehtib valem (14.3.1).
14.6. Näidake, et kehtib valem (14.3.2).
14.7. Näidake, et kehtib valem (14.3.3).
14.8. Näidake, et kehtib valem (14.3.4).
14.9. Näidake, et kehtib valem (14.3.5).

15. Raja- ja algtingimuste lihtsus-
tamine
15.1 Mittehomogeensete rajatingimuste teisenda-
mine homogeenseteks
Olgu meil vaja lahendada mittehomogeensete rajatingimustega segaülesanne. Sel-
le saab teisendada homogeensete rajatingimustega segaülesandeks. Piirdume siin
esimest ja teist liiki rajatingimustega. Võrrandiks olgu valitud ühemõõtmeline difu-
sioonivõrrand.






+ g(x, t); D = const > 0 (15.1.1)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L (15.1.2)
ja esimest või teist liiki mittehomogeenseid rajatingimusi. Võrrand (15.1.1) olgu
üldjuhul mittehomogeenne.
Esitame otsitava funktsiooni kujul
u(x, t) = p(x, t) + w(x, t), (15.1.3)
kus w(x, t) on uus otsitav funktsioon ja p(x, t) valitakse nii, et oleksid rahulda-
tud võrrandi (15.1.1) mittehomogeensed rajatingimused. Asendades u(x, t) valemist






+ G(x, t), (15.1.4)
kus
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ja uus otsitav funktsioon w(x, t) peab rahuldama algtingimust
w(x, 0) = φ(x)− p(x, 0). (15.1.6)
Funktsiooni p(x, t) valik sõltub võrrandi (15.1.1) konkreetsetest rajatingimustest.
(i) Esimest liiki mittehomogeensed rajatingimused:
u(0, t) = µ1(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0. (15.1.7)
Kui nüüd valida
p(x, t) = µ1(0, t) +
x
L
[µ1(L, t)− µ1(0, t)], (15.1.8)
siis on näha, et
p(0, t) = µ1(0, t); p(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0 (15.1.9)
ning rajatingimused (15.1.7) on rahuldatud, kui w(x, t) rahuldab esimest liiki homo-
geenseid rajatingimusi
w(0, t) = 0; w(L, t) = 0; t ≥ 0. (15.1.10)










= µ2(L, t); t ≥ 0. (15.1.11)
Kui valida
p(x, t) = xµ2(0, t) +
x2











= µ2(L, t); t ≥ 0 (15.1.13)










= 0; t ≥ 0. (15.1.14)
Esitatud skeemi abil saab teisendada mittehomogeensete rajatingimustega se-
gaülesande homogeensete rajatingimustega ülesandeks. Seejuures aga võib algselt
homogeenne osatuletistega diferentsiaalvõrrand muutuda mittehomogeenseks osa-
tuletistega diferentsiaalvõrrandiks.
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15.2 Mittehomogeensete raja- ja algtingimuste tei-
sendamine homogeenseteks
Võib püstitada ka üldisema eesmärgi: teisendada mittehomogeensete raja- ja algtin-
gimustega segaülesanne homogeensete raja- ja algtingimustega segaülesandeks.
Rahuldagu otsitav funktsioon u(x, t) jätkuvalt võrrandit (15.1.1).
(i) Esimest liiki mittehomogeensed rajatingimused (15.1.7) ja mittehomogeenne
algtingimus (15.1.2) funktsiooni u(x, t) jaoks transformeeruvad homogeenseteks esi-
mest liiki rajatingimusteks (15.1.10) ja homogeenseks algtingimuseks (15.2.1)
w(x, 0) = 0; 0 ≤ x ≤ L (15.2.1)
funktsiooni w(x, t) jaoks, kui valemis (15.1.3) valida
p(x, t) = φ(x) + µ1(0, t)− µ1(0, 0)
+x
L
[µ1(L, t)− µ1(0, t) + µ1(0, 0)− µ1(L, 0)] . (15.2.2)
Seejuures tuleb arvestada ka võrdustega
φ(0) = µ1(0, 0), φ(L) = µ1(L, 0), (15.2.3)
mis tagavad alg- ja rajatingimuste kooskõlalisuse. Uus otsitav funktsioon w(x, t)
rahuldab võrrandit (15.1.4).
(ii) Teist liiki mittehomogeensed rajatingimused (15.1.11) ja mittehomogeenne
algtingimus (15.1.2) funktsiooni u(x, t) jaoks transformeeruvad homogeenseteks teist
liiki rajatingimusteks (15.1.14) ja homogeenseks algtingimuseks (15.2.1) funktsiooni
w(x, t) jaoks, kui valemis (15.1.3) valida
p(x, t) = φ(x) + x [µ2(0, t)− µ2(0, 0)]
+ x
2
2L [µ2(L, t)− µ2(0, t) + µ2(0, 0)− µ2(L, 0)] . (15.2.4)










= µ2(L, 0), (15.2.5)
mis tagavad alg- ja rajatingimuste kooskõlalisuse. Uus otsitav funktsioon w(x, t)
rahuldab võrrandit (15.1.4).
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Ülesanded






+ c; 0 < x < L; t > 0,










= b; t ≥ 0
antud ülesanne homogeensete rajatingimustega ülesandeks.






; 0 < x < L; t > 0,
u(x, 0) = 0; 0 ≤ x ≤ L,
u(0, t) = at; t ≥ 0,
u(L, t) = b; t ≥ 0
antud ülesanne homogeensete rajatingimustega ülesandeks.






+ c; 0 < x < L; t > 0,










= b; t ≥ 0
antud ülesanne homogeensete rajatingimuste ja homogeense algtingimusega ülesan-
deks.
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; 0 < x < L; t > 0,





; 0 ≤ x ≤ L,
u(0, t) = at; t ≥ 0,
u(L, t) = b; t ≥ 0
antud ülesanne homogeensete rajatingimuste ja homogeense algtingimusega ülesan-
deks.






+ ct; 0 < x < L; t > 0,





; 0 ≤ x ≤ L,
u(0, t) = at; t ≥ 0,
u(L, t) = b; t ≥ 0
antud ülesanne homogeensete rajatingimuste ja homogeense algtingimusega ülesan-
deks.
15.6. Olgu meil vaja lahendada mittehomogeensete esimest liiki rajatingimustega
segaülesanne ühemõõtmelise lainevõrrandi korral. Teisendage selline ülesanne homo-
geensete rajatingimustega ülesandeks.
15.7. Olgu meil vaja lahendada mittehomogeensete teist liiki rajatingimustega se-
gaülesanne ühemõõtmelise lainevõrrandi korral. Teisendage selline ülesanne homo-
geensete rajatingimustega ülesandeks.

16. Greeni funktsiooni meetod
Greeni funktsiooni meetodit on otstarbekas ja mugav kasutada mittehomogeensete
võrrandite ja mittehomogeensete rajatingimustega matemaatilise füüsika ülesannete
lahendamiseks. Oluline on, et Greeni funktsiooni määravad üheselt osatuletistega
diferentsiaalvõrrandi ja rajatingimuste liigid vastavas ülesandes, mitte aga võrrandi
ja rajatingimuste mittehomogeensusi väljendavad konkreetsed funktsioonid. Viima-
sed sisalduvad Greeni funktsiooni abil esitatud lahendis. Sel viisil on pärast Greeni
funktsiooni leidmist põhimõtteliselt teada kõigi sellesse klassi kuuluvate ülesannete
lahendid.
Käesolevas peatükis esitame erinevate lineaarsete matemaatilise füüsika ülesan-
nete lahendid Greeni funktsiooni abil ilma viimaste kujusid täpsustamata. Saadud
tulemused leiavad rakendamist peatükkides 21, 22 ja 23, kus kasutatakse juba konk-
reetseid Greeni funktsiooni avaldisi kooskõlas võrrandiga, mida Greeni funktsioon
peab rahuldama.
16.1 Ühemõõtmeline mittehomogeenne difusioo-
nivõrrand
16.1.1 Esimest liiki rajatingimused
Formuleerime mittehomogeense ühemõõtmelise difusioonivõrrandi ja mittehomo-
geensete esimest liiki rajatingimustega segaülesande.






= g(x, t); D = const > 0 (16.1.1)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L (16.1.2)
ja rajatingimusi
u(0, t) = µ1(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0. (16.1.3)
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= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L,
(16.1.4)
spetsiaalset algtingimust1
G(ξ, 0;x, 0) = δ(x− ξ); 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L (16.1.5)
ja homogeenseid esimest liiki rajatingimusi
G(0, τ ;x, t) = G(L, τ ;x, t) = 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0. (16.1.6)
Samuti nõuame, et
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t. (16.1.7)
Võrrandi (16.1.1) lahendiks oleva funktsiooni u(x, t) saab avaldada Greeni funkt-
siooni G(ξ, τ ;x, t) abil. Näitame seda.
Korrutame võrrandit (16.1.1) vasakult suvalise funktsiooniga v(x, t) ja integree-































































































1 Tingimuse (16.1.5) võib formuleerida ka üldisemalt:
G(ξ, t;x, t) = δ(x− ξ); 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L.
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Tähistame valemis (16.1.11) integreerimismuutujad x, t ümber muutujateks ξ, τ .
Selle järgi u = u(ξ, τ), v = v(ξ, τ) ja g = g(ξ, τ). Edasi valime
v(ξ, τ) = G(ξ, τ ; x, t). (16.1.12)
Ühtlasi nõuame, et integraali ülemine raja T rahuldaks tingimust










































































































g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ. (16.1.16)
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Sellega oleme avaldanud valemitega (16.1.1)–(16.1.3) antud ülesande lahendi
Greeni funktsiooni abil.
Märgime veel, et võrrandi (16.1.4) ja lisatingimused (16.1.5)–(16.1.7), mida Gree-
ni funktsioon peab rahuldama, võib tuua ka sisse, lähtudes valemi (16.1.14) struk-
tuurist.
16.1.2 Teist liiki rajatingimused











= µ2(L, t); t ≥ 0, (16.1.17)
Greeni funktsioon rahuldab võrrandit (16.1.4), algtingimust (16.1.5) ning homogeen-
seid teist liiki rajatingimusi








= 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0. (16.1.18)




φ(ξ)G(ξ, 0;x, t)dξ +D
t∫
0









g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ. (16.1.19)
16.1.3 Cauchy ülesanne
Formuleerime mittehomogeense ühemõõtmelise difusioonivõrrandiga Cauchy ülesan-
de.







= g(x, t); D = const > 0 (16.1.20)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); −∞ < x <∞. (16.1.21)
Samamoodi alampunktis 16.1.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatingi-
mused nõudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletis ∂u/∂x saavad ühemõõtmelise
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koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga, saame esitada võrrandi (16.1.20) la-









g(ξ, τ)G(ξ, τ ;x, t)dξdτ. (16.1.22)






= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; −∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞
(16.1.23)
ja algtingimust
G(ξ, 0;x, 0) = δ(x− ξ); −∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞, (16.1.24)
aga samuti tingimust
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t. (16.1.25)
Paneme kohe ka tähele, et antud juhul sõltub Greeni funktsioon ainult argumentide
vahedest, st G(ξ, τ ; x, t) = G(ξ − x, τ − t).
16.2 Kolme- ja kahemõõtmeline mittehomogeen-
ne difusioonivõrrand
16.2.1 Esimest liiki rajatingimus
Formuleerime mittehomogeense kolmemõõtmelise difusioonivõrrandi ja mittehomo-
geense esimest liiki rajatingimusega segaülesande.
On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab r ∈ V ja t > 0 korral võrrandit
∂u
∂t
−D∇2u = g(r, t); D = const > 0 (16.2.1)
ning algtingimust
u(r, 0) = φ(r); r ∈ V ∪ S (16.2.2)
ja rajatingimust
u(r, t) = µ1(r, t); r ∈ S; t ≥ 0. (16.2.3)
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kus v(r, t) on suvaline funktsioon ja dV = dxdydz. Esimese integraali võrduse






























































Nüüd me saame samamoodi alampunktis 16.1.1 arendatud skeemiga avaldada võr-


















g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dVρdτ. (16.2.7)
Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama võrrandit
−∂G
∂τ
−D∇2ρG = δ(r− ρ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; ρ ∈ V ∪ S, (16.2.8)
algtingimust
G(ρ, 0; r, 0) = δ(r− ρ); r ∈ V ∪ S; ρ ∈ V ∪ S (16.2.9)
2 Greeni teine teoreem (vt näiteks G. B. Arfken, H. J. Weber "Mathematical methods for
















kus Ψ ja Φ ning nende osatuletised on üheselt määratud ja pidevad funktsioonid integreerimis-
ruumalas V ja seda piiraval pinnal S. Operatsioon ∂
∂n tähistab tuletist pinna S välise normaali
suunas antud pinna punktis.
177 16. Greeni funktsiooni meetod
ja homogeenset esimest liiki rajatingimust
G(ρ, τ ; r, t) = 0; ρ ∈ S; r ∈ V ∪ S; t ≥ τ ≥ 0, (16.2.10)
aga samuti tingimust
G(ρ, τ ; r, t) = 0, kui τ > t. (16.2.11)
Tähistused dVρ, dSρ, ∂/∂nρ ja ∇2ρ osutavad valemites (16.2.7) ja (16.2.8) sellele, et
integreeritakse ja võetakse tuletised kohavektori ρ komponentide järgi.
Kui tegemist on kahe ruumikoordinaadiga, siis tuleb siin ja edaspidi sarnastes
olukordades ruumala V ja seda piirav pind S asendada pindala ja seda piirava joo-
nega. Integreerimine kolmemõõtmelises koordinaatruumis asendub integreerimisega
kahemõõtmelises koordinaatruumis.
16.2.2 Teist liiki rajatingimus






= µ2(r, t); r ∈ S; t ≥ 0. (16.2.12)
Greeni funktsioon rahuldab võrrandit (16.2.8), algtingimust (16.2.9) ning homogeen-
set teist liiki rajatingimust




= 0; r ∈ V ∪ S; t ≥ τ ≥ 0. (16.2.13)















g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dVρdτ. (16.2.14)
16.2.3 Cauchy ülesanne
Formuleerime mittehomogeense kolmemõõtmelise difusioonivõrrandiga Cauchy ülesan-
de.
On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab kogu kolmemõõtmelises ruumis ja
t > 0 korral võrrandit
∂u
∂t
−D∇2u = g(r, t); D = const > 0 (16.2.15)
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ning algtingimust
u(r, 0) = φ(r). (16.2.16)
Samamoodi alampunktis 16.2.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatin-
gimused nõudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide järgi
saavad kolmemõõtmelise koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga, saame esi-
tada võrrandi (16.2.15) lahendi Greeni funktsiooni G(ρ, τ ; r, t) abil kujul
u(r, t) =
∫




g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dVρdτ, (16.2.17)
kus integreeritakse üle kogu kolmemõõtmelise ruumi. Seejuures peab Greeni funkt-
sioon kogu kolmemõõtmelises ruumis rahuldama võrrandit
−∂G
∂τ
−D∇2ρG = δ(r− ρ)δ(t− τ) (16.2.18)
ja algtingimust
G(ρ, 0; r, 0) = δ(r− ρ), (16.2.19)
aga samuti tingimust
G(ρ, τ ; r, t) = 0, kui τ > t. (16.2.20)
On näha, et antud juhul sõltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahedest:
G(ρ, τ ; r, t) = G(ρ− r, τ − t).
16.3 Ühemõõtmeline mittehomogeenne lainevõr-
rand
16.3.1 Esimest liiki rajatingimused
Formuleerime mittehomogeense ühemõõtmelise lainevõrrandi ja mittehomogeensete
esimest liiki rajatingimustega segaülesande.








= g(x, t); a = const > 0 (16.3.1)
ning algtingimusi




= ψ(x); 0 ≤ x ≤ L (16.3.2)
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ja rajatingimusi
u(0, t) = µ1(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0. (16.3.3)









= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L,
(16.3.4)
algtingimusi3




= −a2δ(x− ξ); 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L
(16.3.5)
ja homogeenseid esimest liiki rajatingimusi
G(0, τ ; x, t) = G(L, τ ; x, t) = 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0. (16.3.6)
Samuti nõuame, et
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t. (16.3.7)
Me saame nüüd võrrandi (16.1.1) lahendiks oleva funktsiooni u(x, t) avalda-
da Greeni funktsiooni G(ξ, τ ; x, t) abil. Selleks korrutame võrrandit (16.3.1) vasa-


















































































3 Tingimuse (16.3.5) võib formuleerida ka üldisemalt:




= −a2δ(x− ξ); 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L.
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Tähistades valemis (16.3.11) integreerimismuutujad x, t ümber muutujateks ξ, τ
































































kus eeldatakse nüüd, et T > t. Arvestades valemitega (16.3.2) ja (16.3.3) ning









































g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ. (16.3.13)
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Siit saame



































g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ. (16.3.14)
Sellega oleme avaldanud valemitega (16.3.1)–(16.3.3) antud ülesande lahendi
Greeni funktsiooni abil.
16.3.2 Teist liiki rajatingimused











= µ2(L, t); t ≥ 0. (16.3.15)
Greeni funktsioon rahuldab võrrandit (16.3.4), algtingimusi (16.3.5) ning homogeen-
seid teist liiki rajatingimusi








= 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0. (16.3.16)
Võib leida, et võrrandi (16.3.1) lahend avaldub
















µ2(L, τ)G(L, τ ;x, t)dτ −
t∫
0






g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ. (16.3.17)
16.3.3 Cauchy ülesanne
Formuleerime mittehomogeense ühemõõtmelise lainevõrrandiga Cauchy ülesande.
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= g(x, t); a = const > 0 (16.3.18)
ning algtingimusi




= ψ(x); −∞ < x <∞. (16.3.19)
Samamoodi alampunktis 16.3.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatingi-
mused nõudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletis ∂u/∂x saavad ühemõõtmelise
koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga, saame esitada võrrandi (16.3.18) la-
hendi Greeni funktsiooni G(ξ, τ ;x, t) abil kujul


















g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ. (16.3.20)








= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; −∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞
(16.3.21)
ja algtingimusi





−∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞, (16.3.22)
aga samuti tingimust
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t. (16.3.23)
Näeme, et antud juhul sõltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahedest:G(ξ, τ ;x, t) =
G(ξ − x, τ − t).
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16.4 Kolme- ja kahemõõtmeline mittehomogeen-
ne lainevõrrand
16.4.1 Esimest liiki rajatingimus
Formuleerime mittehomogeense kolmemõõtmelise lainevõrrandi ja mittehomogeense
esimest liiki rajatingimusega segaülesande.





−∇2u = g(r, t); a = const > 0 (16.4.1)
ning algtingimusi




= ψ(r); r ∈ V ∪ S (16.4.2)
ja rajatingimust
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Nüüd me saame samamoodi alampunktis 16.3.1 arendatud skeemiga avaldada võr-
randi (16.4.1) lahendi u(r, t) Greeni funktsiooni G(ρ, τ ; r, t) abil:



























g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dVρdτ.
(16.4.7)





−∇2ρG = δ(r− ρ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; ρ ∈ V ∪ S, (16.4.8)
algtingimusi




= −a2δ(r− ρ); r ∈ V ∪ S; ρ ∈ V ∪ S
(16.4.9)
ja homogeenset esimest liiki rajatingimust
G(ρ, τ ; r, t) = 0; ρ ∈ S; r ∈ V ∪ S; t ≥ τ ≥ 0, (16.4.10)
aga samuti tingimust
G(ρ, τ ; r, t) = 0, kui τ > t. (16.4.11)
16.4.2 Teist liiki rajatingimus






= µ2(r, t); r ∈ S; t ≥ 0. (16.4.12)
Greeni funktsioon rahuldab võrrandit (16.4.8), algtingimusi (16.4.9) ning homogeen-
set teist liiki rajatingimust




= 0; r ∈ V ∪ S; t ≥ τ ≥ 0. (16.4.13)
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Võrrandi (16.4.1) lahend avaldub nüüd selliselt:
























g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dVρdτ.
(16.4.14)
16.4.3 Cauchy ülesanne
Formuleerime mittehomogeense kolmemõõtmelise lainevõrrandiga Cauchy ülesande.
On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab kogu kolmemõõtmelises ruumis ja





−∇2u = g(r, t); a = const > 0 (16.4.15)
ning algtingimusi





Samamoodi alampunktis 16.4.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatin-
gimused nõudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide järgi
saavad kolmemõõtmelise koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga, saame esi-
tada võrrandi (16.4.15) lahendi Greeni funktsiooni G(ρ, τ ; r, t) abil kujul
u(r, t) = 1
a2
∫













g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dVρdτ, (16.4.17)
kus integreeritakse üle kogu kolmemõõtmelise koordinaatruumi. Seejuures peab Gree-





−∇2ρG = δ(r− ρ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0 (16.4.18)
ja algtingimusi




= −a2δ(r− ρ), (16.4.19)
aga samuti tingimust
G(ρ, τ ; r, t) = 0, kui τ > t. (16.4.20)
Greeni funktsioon sõltub siin argumentide vahedest: G(ρ, τ ; r, t) = G(ρ− r, τ − t).
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16.5 Poissoni võrrand
Formuleerime Poissoni võrrandi jaoks esimest liiki rajaülesande.
On vaja leida funktsioon u(r), mis rahuldab r ∈ V korral võrrandit
∇2u = −g(r) (16.5.1)
ja esimest liiki rajatingimust


























Samamoodi eespool tehtuga avaldame võrrandi (16.5.1) lahendi u(r) Greeni funkt-











Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama võrrandit
∇2ρG = −δ(r− ρ); ρ ∈ V ∪ S (16.5.6)
ja homogeenset esimest liiki rajatingimust
G(ρ; r) = 0; ρ ∈ S; r ∈ V ∪ S. (16.5.7)
Piiramata ruumis, st juhul kui ruumala V ümbritsev pind S paikneb lõpmatuses,
sõltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahest: G(ρ; r) = G(ρ− r).
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16.6 Mittehomogeenne Helmholtzi ja mittehomo-
geenne modifitseeritud Helmholtzi võrrand
Formuleerime mittehomogeense Helmholtzi ja mittehomogeense modifitseeritud Helm-
holtzi võrrandi jaoks esimest liiki rajaülesande.




u = −g(r); k2 = const > 0 (16.6.1)
ja esimest liiki rajatingimust




















































G = −δ(r− ρ); ρ ∈ V ∪ S (16.6.6)
ja homogeenset esimest liiki rajatingimust
G(ρ; r) = 0; ρ ∈ S; r ∈ V ∪ S. (16.6.7)
Piiramata ruumis sõltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahest: G(ρ; r) =
G(ρ− r).
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Ülesanded
16.1. Tuletage valem (16.1.19).
16.2. Tuletage valem (16.1.22).







= g(x, t); D = const > 0
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L
ja rajatingimusi





= µ2(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.







= g(x, t); D = const > 0
ning algtingimust






= µ2(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.
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= g(x, t); D = const > 0
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L
ja rajatingimusi





+ γ(L, t)u(L, t) = µ3(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.







= g(x, t); D = const > 0
ning algtingimust






+ γ(0, t)u(0, t) = µ3(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.







= g(x, t); D = const > 0
ning algtingimust











+ γ(L, t)u(L, t) = µ3(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.
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= g(x, t); D = const > 0
ning algtingimust











= µ2(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.







= g(x, t); D = const > 0
ning algtingimust











+ γ(L, t)u(L, t) = µ3(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.
16.10. Tuletage valem (16.2.14).
16.11. Tuletage valem (16.2.17).
16.12. Tuletage valem (16.3.17).
16.13. Tuletage valem (16.3.20).
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= g(x, t); a = const > 0
ning algtingimusi




= ψ(x); 0 ≤ x ≤ L
ja rajatingimusi





= µ2(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.









= g(x, t); a = const > 0
ning algtingimusi










= µ2(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.









= g(x, t); a = const > 0
ning algtingimusi




= ψ(x); 0 ≤ x ≤ L
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ja rajatingimusi





+ γ(L, t)u(L, t) = µ3(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.









= g(x, t); a = const > 0
ning algtingimusi










+ γ(0, t)u(0, t) = µ3(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.









= g(x, t); a = const > 0
ning algtingimusi















+ γ(L, t)u(L, t) = µ3(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.
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= g(x, t); a = const > 0
ning algtingimusi















= µ2(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.









= g(x, t); a = const > 0
ning algtingimusi















+ γ(L, t)u(L, t) = µ3(L, t); t ≥ 0.
Formuleerige võrrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle ülesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(x, t) Greeni funktsiooni abil.
16.21. Tuletage valem (16.4.14).
16.22. Tuletage valem (16.4.17).
16.23. Tuletage valem (16.5.5).
16.24. Tuletage valem (16.6.5).

17. Besseli funktsioonid
Selles peatükis käsitleme spetsiaalfunktsioone, mis paigutuvad üldise terminoloogia
kohaselt silindriliste funktsioonide hulka. Neid võib nimetada ka Besseli funktsioo-
nideks laiemas mõttes ning nende hulka kuuluvad teiste hulgas Besseli funktsioo-
nid kitsamas mõttes (edaspidi lihtsalt Besseli funktsioonid), modifitseeritud Bes-
seli funktsioonid ja sfäärilised Besseli funktsioonid. Besseli funktsioonid ilmuvad
näiteks ringikujulise membraani omavõnkumise ülesande lahendamisel. Need funkt-
sioonid kirjeldavad ka soojusjuhtivust ja difusiooni ning elektromagnetlaineid si-
lindrilise sümmeetriaga keskkondades. Besseli võrrand, mille lahenditeks on Besseli
funktsioonid, tekib ruumiliste muutujate eraldamisel silindrilises koordinaatsüstee-
mis Laplace’i operaatorit sisaldavas osatuletistega diferentsiaalvõrrandis (difusioo-
nivõrrand, lainevõrrand, Helmholtzi võrrand jt) ülesannetes, mille sümmeetria on
silindriline. Võrrand, mille lahenditeks on sfäärilised Besseli funktsioonid, tekib ruu-
miliste muutujate eraldamisel sfäärilises koordinaatsüsteemis Helmholtzi võrrandis
ülesannetes, mille sümmeetria on sfääriline.
17.1 Besseli funktsioonid









w = 0, (17.1.1)
kus z on kompleksne muutuja ja ν on kompleksne parameeter, nimetatakse ν järku
Besseli võrrandiks. Selle võrrandi lahenditeks on
(i) ν järku esimest liiki Besseli funktsioonid Jν(z);
(ii) ν järku teist liiki Besseli funktsioonid ehk ν järku Neumanni funktsioonid
Yν(z);
(iii) ν järku kolmandat liiki Besseli funktsioonid ehk ν järku Hankeli funktsioonid
H(1)ν (z) ja H(2)ν (z).
Kui Besseli funktsiooni järk on reaalne täisarv, kaasa arvatud 0, siis tähistame
ν = ±n, kus n = 0, 1, 2, . . .. Kui Besseli funktsiooni argument on reaalne, st Im(z) =
0, siis tähistame z = x.
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k! Γ(ν + k + 1) , (17.1.2)
kus Γ(s) on gammafunktsioon. Viimast võib mõista faktoriaali üldistusena: kui s =
0, 1, 2, . . ., siis Γ(s+ 1) = s!. Reaalsete täisarvulist järku esimest liiki Besseli funkt-
sioonide jaoks kehtib
J−n(z) = (−1)nJn(z). (17.1.3)










Kehtib valemiga (17.1.3) analoogne seos
Y−n(z) = (−1)nYn(z). (17.1.6)
Teist liiki Besseli funktsioonid Yn(x) on reaalsed, kui x ≥ 0.
Joonistel 17.1–17.4 on esitatud esimest ja teist liiki Besseli funktsioonide sõltu-
vused reaalsest argumendist.
Esimest ja teist liiki Besseli funktsioonid Jν(z) ja Yν(z) on lineaarselt sõltumatud
kõigi ν väärtuste korral. Järelikult saab Besseli võrrandi (17.1.1) üldlahendi alati
esitada kujul
w(z) = C1Jν(z) + C2Yν(z), (17.1.7)
kus konstandid C1,2 tuleb määrata lisatingimustest.
Kolmandat liiki Besseli funktsioonid avalduvad esimest ja teist liiki Besseli funkt-
sioonide kaudu:
H(1,2)ν (z) = Jν(z)± iYν(z). (17.1.8)
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Joonis 17.1. Esimest liiki Besseli funktsioonid J0(x), J1(x), J2(x) ja J3(x)
Joonis 17.2. Esimest liiki Besseli funktsioonid J0(x), J−1(x), J−2(x) ja J−3(x)
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Joonis 17.3. Teist liiki Besseli funktsioonid Y0(x), Y1(x), Y2(x) ja Y3(x)
Joonis 17.4. Teist liiki Besseli funktsioonid Y0(x), Y−1(x), Y−2(x) ja Y−3(x)
199 17. Besseli funktsioonid
Joonis 17.5. Esimest liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid I0(x), I1(x), I2(x) ja
I3(x)
Joonis 17.6. Teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid K0(x), K1(x), K2(x) ja
K3(x)
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w = 0, (17.2.1)
kus z on kompleksne muutuja ja ν on kompleksne parameeter, nimetatakse ν järku
modifitseeritud Besseli võrrandiks. Selle võrrandi lahenditeks on
(i) ν järku esimest liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid Iν(z);
(ii) ν järku teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid Kν(z).
Kui modifitseeritud Besseli funktsiooni järk on reaalne täisarv, kaasa arvatud 0,
siis tähistame ν = ±n, kus n = 0, 1, 2, . . .. Kui modifitseeritud Besseli funktsiooni
argument on reaalne, st Im(z) = 0, siis tähistame z = x.











k! Γ(ν + k + 1) . (17.2.2)
Kehtib seos
I−n(z) = In(z). (17.2.3)
Teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid avalduvad esimest liiki modifitsee-
ritud Besseli funktsioonide kaudu kujul
Kν(z) =
π[I−ν(z)− Iν(z)]
2 sin(νπ) . (17.2.4)




2 sin(νπ) . (17.2.5)
Kõigi ν väärtuste korral kehtib seos
K−ν(z) = Kν(z). (17.2.6)
Teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid Kn(x) on reaalsed, kui x ≥ 0.
Joonistel 17.5 ja 17.6 on esitatud esimest ja teist liiki modifitseeritud Besseli
funktsioonide sõltuvused reaalsest argumendist.
Esimest ja teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid Iν(z) ja Kν(z) on li-
neaarselt sõltumatud kõigi ν väärtuste korral. Järelikult saab modifitseeritud Besseli
võrrandi (17.2.1) üldlahendi alati esitada kujul
w(z) = C1Iν(z) + C2Kν(z), (17.2.7)
kus konstandid C1,2 tuleb määrata lisatingimustest.
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17.3 Sfäärilised Besseli funktsioonid







z2 − n(n+ 1)
]
w = 0, (17.3.1)
kus z on kompleksne muutuja ja n = 0, 1, 2, . . .. Võrrandi (17.3.1) lahendite hulka
kuuluvad
(i) n järku esimest liiki sfäärilised Besseli funktsioonid jn(z);
(ii) n järku teist liiki sfäärilised Besseli funktsioonid ehk n järku sfäärilised Neu-
manni funktsioonid yn(z);
(iii) n järku kolmandat liiki sfäärilised Besseli funktsioonid ehk n järku sfäärilised
Hankeli funktsioonid h(1)n (z) ja h(2)n (z).
Kui Besseli funktsiooni argument on reaalne, st Im(z) = 0, siis tähistame z = x.










Kolmandat liiki sfäärilised Besseli funktsioonid on defineeritud kujul
h(1,2)n (z) = jn(z)± iyn(z). (17.3.4)
17.4 Besseli võrrand ja Sturmi-Liouville’i võrrand









w = 0, (17.4.1)
kuhu oleme lisanud parameetri α, mille võimalikud väärtused tuleb leida tingimusest,
et Besseli võrrandil (17.4.1) oleks mittetriviaalne lahend antud rajatingimuste korral.
Võrrand (17.4.1) saadakse, kui rakendada Besseli võrrandis muutujale mastaabitei-
sendus x → x√α. See võimaldab siduda Besseli võrrandi omaväärtusülesandega.
Lihtne on veenduda, et võrrand (17.4.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville’i võrran-
diga (11.3.1), kui viimases valida
p(x) = x, q(x) = −n
2
x
, ρ(x) = x, λ = α. (17.4.2)




Legendre’i polünoomid ja Legendre’i kaaspolünoomid on spetsiaalfunktsioonid, mis
kuuluvad ortogonaalsete polünoomide hulka, rahuldades vastavaid ortogonaalsuse
tingimusi. Seostuvad nad eelkõige selliste füüsikaliste nähtustega, mida iseloomus-
tab sfääriline sümmeetria. Legendre’i kaasvõrrand, mille lahenditeks on Legendre’i
kaaspolünoomid, tekib näiteks muutujate eraldamise tulemusena sfäärilises koordi-
naatsüsteemis vesinikusarnase aatomi ülesandes kvantmehaanikas.
18.1 Legendre’i polünoomid





dz + ν(ν + 1)w = 0 (18.1.1)
nimetatakse Legendre’i võrrandiks. Üldjuhul on z siin kompleksne muutuja ja ν
on kompleksne parameeter. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne, |x| < 1 ja





dx + l(l + 1)w = 0; −1 < x < 1. (18.1.2)
Selle lahenditeks on
(i) esimest liiki Legendre’i polünoomid Pl(x);
(ii) teist liiki Legendre’i polünoomid Ql(x).






2 − 1)l. (18.1.3)
Tabelis 18.1 on toodud esimeste polünoomide Pl(x) analüütilised avaldised. Ta-
beli kolmandas veerus esitatud polünoomid Pl(cos(θ)) on vajalikud mitmesugustes
füüsikaülesannetes. Esimeste polünoomide Pl(x) graafikud on kujutatud joonistel
18.1 ja 18.2.
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Teist liiki Legendre’i polünoomid avalduvad esimest liiki Legendre’i polünoomide
kaudu kujul












Esimeste polünoomide Ql(x) graafikud on kujutatud joonistel 18.3 ja 18.4.
Esimest ja teist liiki Legendre’i polünoomid Pl(x) ja Ql(x) on lineaarselt sõltu-
matud funktsioonid. Järelikult saab võrrandi (18.1.2) üldlahendi alati esitada kujul
w(x) = C1Pl(x) + C2Ql(x), (18.1.7)
kus konstandid C1,2 tuleb määrata lisatingimustest.
Joonis 18.1. Esimest liiki Legendre’i polünoomid P0(x), P2(x) ja P4(x)
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2 − 1) 14 [3 cos(2θ) + 1]
3 12(5x
3 − 3x) 18 [5 cos(3θ) + 3 cos(θ)]
4 18(35x
4 − 30x2 + 3) 164 [35 cos(4θ) + 20 cos(2θ) + 9]
5 18(63x
5 − 70x3 + 15x) 1128 [63 cos(5θ) + 35 cos(3θ) + 30 cos(θ)]
18.2 Legendre’i võrrand ja Sturmi-Liouville’i võr-
rand





dx + l(l + 1)w = 0. (18.2.1)
Lihtne on veenduda, et võrrand (18.2.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville’i võrran-
diga (11.3.1), kui viimases valida
p(x) = 1− x2, q(x) = 0, ρ(x) = 1, λ = l(l + 1). (18.2.2)
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Joonis 18.2. Esimest liiki Legendre’i polünoomid P1(x), P3(x) ja P5(x)
Joonis 18.3. Teist liiki Legendre’i polünoomid Q0(x), Q2(x) ja Q4(x)
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Joonis 18.4. Teist liiki Legendre’i polünoomid Q1(x), Q3(x) ja Q5(x)
18.3 Legendre’i kaaspolünoomid











w = 0 (18.3.1)
nimetatakse Legendre’i kaasvõrrandiks. Üldjuhul on z siin kompleksne muutuja ning
λ ja µ on komplekssed parameetrid. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne, |x| < 1,











w = 0; −1 < x < 1. (18.3.2)
Selle lahenditeks on
(i) esimest liiki Legendre’i kaaspolünoomid Pml (x);
(ii) teist liiki Legendre’i kaaspolünoomid Qml (x).
Legendre’i kaaspolünoome nimetatakse ka Legendre’i kaasfunktsioonideks.
Esimest liiki Legendre’i kaaspolünoome saab esitada esimest liiki Legendre’i po-
lünoomide abil
Pml (x) = (1− x2)m/2
dm
dxmPl(x); m ≥ 0. (18.3.3)
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Viimast avaldist täiendab indeksi m positiivsete ja negatiivsete väärtustega polü-
noome Pml siduv valem





Valemitest (18.3.3) ja (18.3.4) koos Rodriguese valemiga (18.1.3) järeldub, et Pml (x) =
0, kui |m| > l. Seega võib esimest liiki Legendre’i kaaspolünoomide jaoks piirduda
indeksi m väärtustega vahemikus
−l ≤ m ≤ l. (18.3.5)
Tabelis 18.2 on toodud esimeste polünoomide Pml (x) analüütilised avaldised.
Esimeste polünoomide Pml (x) graafikud on kujutatud joonisel 18.5.
On täidetud järgmised ortogonaalsuse tingimused:
1∫
−1
Pml (x)Pml′ (x)dx =
2[(l +m)!]






1− x2 dx =
(l +m)!
m[(l −m)!]δmm′ . (18.3.7)
Valemis (18.3.7) m > 0.
Teist liiki Legendre’i kaaspolünoomid avalduvad teist liiki Legendre’i polünoomi-
de kaudu kujul
Qml (x) = (1− x2)m/2
dm
dxmQl(x); m ≥ 0, (18.3.8)





Esimest ja teist liiki Legendre’i kaaspolünoomid Pml (x) ja Qml (x) on lineaarselt
sõltumatud funktsioonid. Järelikult saab võrrandi (18.3.2) üldlahendi alati esitada
kujul
w(x) = C1Pml (x) + C2Qml (x), (18.3.10)
kus konstandid C1,2 tuleb määrata lisatingimustest.
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Tabel 18.2. Analüütilised avaldised esimeste polünoomide Pml (x) ja Pml (cos(θ)) jaoks
l m Pml (x) Pml (cos(θ))
0 0 1 1
1 -1 −12(1− x2)1/2 −12 sin(θ)
1 0 x cos(θ)
1 1 (1− x2)1/2 sin(θ)
2 -2 18(1− x2) 18 sin2(θ)
2 -1 −12x(1− x2)1/2 −14 sin(2θ)
2 0 12(3x
2 − 1) 14 [3 cos(2θ) + 1]
2 1 3x(1− x2)1/2 32 sin(2θ)
2 2 3(1− x2) 3 sin2(θ)
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Joonis 18.5. Esimest liiki Legendre’i kaaspolünoomid P 11 (x), P 02 (x), P 12 (x) ja P 22 (x)
18.4 Legendre’i kaasvõrrand ja Sturmi-Liouville’i
võrrand
Lihtne on veenduda, et Legendre’i kaasvõrrand (18.3.2) on ekvivalentne Sturmi-
Liouville’i võrrandiga (11.3.1), kui viimases valida
p(x) = 1− x2, q(x) = − m
2
1− x2 , ρ(x) = 1, λ = l(l + 1). (18.4.1)
19. Laguerre’i polünoomid ja Her-
mite’i polünoomid
Laguerre’i polünoomid, Laguerre’i kaaspolünoomid ja Hermite’i polünoomid on spet-
siaalfunktsioonid, mis kuuluvad samuti ortogonaalsete polünoomide hulka. Muu-
hulgas on neil oluline roll kvantmehaanika matemaatilises aparatuuris. Laguerre’i
kaaspolünoomid ilmuvad vesinikusarnase aatomi ülesande lahendamise käigus ja
Hermite’i polünoomid kvantmehaanilise harmoonilise ostsillaatori ülesande lahen-
damise käigus.
19.1 Laguerre’i polünoomid
Teist järku harilikku diferentsiaalvõrrandit
z
d2w
dz2 + (1− z)
dw
dz + nw = 0, (19.1.1)
kus n = 0, 1, 2, . . . ja z on üldjuhul kompleksne muutuja, nimetatakse Laguerre’i
võrrandiks. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne ja 0 ≤ x < ∞. Siis on võrran-
di (19.1.1) lahenditeks olevad Laguerre’i polünoomid Ln(x) reaalsed funktsioonid.







Esimeste polünoomide Ln(x) graafikud on kujutatud joonisel 19.1. Tabelis 19.1
on toodud esimeste polünoomide Ln(x) analüütilised avaldised.
Laguerre’i polünoomid Ln(x) rahuldavad ortogonaalsuse tingimust
∞∫
0
e−xLn(x)Ln′(x)dx = δnn′ . (19.1.3)
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Joonis 19.1. Laguerre’i polünoomid L2(x), L3(x), L4(x) ja L5(x)
19.2 Laguerre’i võrrand ja Sturmi-Liouville’i võr-
rand
Esitame Laguerre’i võrrandi kujul
x
d2w
dx2 + (1− x)
dw
dx + nw = 0. (19.2.1)
Lihtne on veenduda, et võrrand (19.6.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville’i võrran-
diga (11.3.1), kui viimases valida
p(x) = xe−x, q(x) = 0, ρ(x) = e−x, λ = n. (19.2.2)
19.3 Laguerre’i kaaspolünoomid
Teist järku harilikku diferentsiaalvõrrandit
z
d2w
dz2 + (σ + 1− z)
dw
dz + nw = 0, (19.3.1)
kus n = 0, 1, 2, . . ., z on üldjuhul kompleksne muutuja ja σ on kompleksne paramee-
ter, nimetatakse Laguerre’i kaasvõrrandiks. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne,
213 19. Laguerre’i polünoomid ja Hermite’i polünoomid





2 − 4x+ 2)
3 16(−x3 + 9x2 − 18x+ 6)
4 124(x
4 − 16x3 + 72x2 − 96x+ 24)
5 1120(−x5 + 25x4 − 200x3 + 600x2 − 600x+ 120)
6 1720(x
6 − 36x5 + 450x4 − 2400x3 + 5400x2 − 4320x+ 720)
7 15040(−x7 + 49x6 − 882x5 + 7350x4 − 29400x3 + 52920x2 − 35280x+ 5040)
0 ≤ x <∞ ja σ = s = 0, 1, 2, . . .. Seega on meil Laguerre’i kaasvõrrand
x
d2w
dx2 + (s+ 1− x)
dw
dx + nw = 0. (19.3.2)
Selle lahenditeks on Laguerre’i kaaspolünoomid Lsn(x), mis on reaalsed funktsioonid.
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19.4 Laguerre’i kaasvõrrand ja Sturmi-Liouville’i
võrrand
Lihtne on veenduda, et Laguerre’i kaasvõrrand (19.3.2) on ekvivalentne Sturmi-
Liouville’i võrrandiga (11.3.1), kui viimases valida
p(x) = xs+1e−x, q(x) = 0, ρ(x) = xse−x, λ = n. (19.4.1)
Joonis 19.2. Hermite’i polünoomid H2(x), H3(x), H4(x) ja H5(x)
19.5 Hermite’i polünoomid




dz + 2nw = 0, (19.5.1)
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kus n = 0, 1, 2, . . . ja z on üldjuhul kompleksne muutuja, nimetatakse Hermite’i
võrrandiks. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne, −∞ < x <∞. Siis on võrrandi
(19.5.1) lahenditeks olevad Hermite’i polünoomid Hn(x) reaalsed funktsioonid.




2 4x2 − 2
3 8x3 − 12x
4 16x4 − 48x2 + 12
5 32x5 − 160x3 + 120x
6 64x6 − 480x4 + 720x2 − 120
7 128x7 − 1344x5 + 3360x3 − 1680x
8 256x8 − 3584x6 + 13440x4 − 13440x2 + 30240x
9 512x9 − 9216x7 + 48384x5 − 80640x3 + 30240x
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Esimeste polünoomide Hn(x) graafikud on kujutatud joonisel 19.2. Tabelis 19.2
on toodud esimeste polünoomide Hn(x) analüütilised avaldised.






19.6 Hermite’i võrrand ja Sturmi-Liouville’i võr-
rand




dx + 2nw = 0. (19.6.1)
Lihtne on veenduda, et võrrand (19.6.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville’i võrran-
diga (11.3.1), kui viimases valida
p(x) = e−x2 , q(x) = 0, ρ(x) = e−x2 , λ = 2n. (19.6.2)
20. Paraboolsete võrrandite lahen-
damine
Alustame lineaarsete teist järku osatuletistega paraboolsete võrranditega matemaa-
tilise füüsika ülesannete lahendamist. Need ülesanded on seotud eelkõige ülekande-
nähtuste (difusioon, soojusjuhtivus) kirjeldamisega. Tabelis 20.1 on toodud erinevate
ülesannete lahendamiseks käesolevas peatükis kasutatavad meetodid.
Tabel 20.1. Peatükis 20 paraboolsete võrrandite lahendamiseks kasutatavad meeto-
did
Ülesanne Lahendusmeetod




Cauchy ülesanne mittehomogeense difusioonivõr-
randi jaoks
Greeni funktsioon
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20.1 Cauchy ülesanne 1 + 1 muutujaga homo-
geense difusioonivõrrandi jaoks
Lahendame Cauchy ülesande 1 + 1 sõltumatu muutujaga homogeense paraboolse
võrrandi juhul.






; D = const > 0 (20.1.1)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); −∞ < x <∞. (20.1.2)
Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletis ∂u/∂x saavad ühemõõtmelise
koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
Kasutame Fourier’ teisendust selle ülesande lahendamiseks. Rakendades Fourier’



































Tulemuseks on harilik diferentsiaalvõrrand otsitava funktsiooniga U(k, t),1
dU
dt = −Dk
2U, t > 0. (20.1.7)
Leiame algtingimuse, mida selle võrrandi lahend peab rahuldama. Selleks raken-
dame tingimusele (20.1.2) Fourier’ teisendust:
F [u(x, 0)] = F [φ(x)], (20.1.8)
1 U(k, t) sõltub siin k-st kui parameetrist.
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mis annab
U(k, 0) = Φ(k), (20.1.9)
kus





Seega tuleb meil lahendada harilik diferentsiaalvõrrand (20.1.7) koos algtingimusega
(20.1.9).
Valemiga (20.1.7) on antud esimest järku lineaarne homogeenne harilik diferent-






ln |U | = −Dk2
∫
dt+ C = −Dk2t+ C, (20.1.12)
kus C on suvaline konstant (integreerimiskonstant). Siit avaldame
U(k, t) = ±eCe−Dk2t = ±Be−Dk2t, (20.1.13)
kus B on suvaline konstant, mille valiku abil tuleb tagada, et üldlahend (20.1.13)
rahuldaks algtingimust (20.1.9).
Valemitest (20.1.13) ja (20.1.9) järeldub, et algtingimuse rahuldamiseks peab
kehtima võrdus
±B = Φ(k). (20.1.14)
Sellega oleme leidnud võrrandi (20.1.13) üldlahendi kooskõlas algtingimusega (20.1.9),
U(k, t) = Φ(k)e−Dk2t. (20.1.15)
Osatuletistega diferentsiaalvõrrandi (20.1.1) lahendi leidmiseks tuleb kasutada
Fourier’ pöördteisendust





Teeme asenduse valemist (20.1.15):
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Edasi kasutame teisendusvalemit (20.1.10), mis annab










Kirjutame viimase võrduse parema poole ümber selliselt, et



























kus Re(a2) > 0, saame tulemuseks

















F−1[F1(k)] ∗ F−1[F2(k)] (20.1.22)
valemile (20.1.15). Valime
F1(k) = Φ(k); F2(k) = e−Dk
2t.
Siis














kus viimases valemis on kasutatud integraali avaldist (20.1.20). Vajalik konvolut-
sioon on seega kujuga (vt valem (13.2.1))












Tehes vastavad asendused võrdusesse (20.1.22), saame uuesti valemi (20.1.21).
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20.2 Segaülesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
difusioonivõrrandi jaoks. Homogeensed raja-
tingimused
20.2.1 Ruumipiirkond 0 < x < L
Vaatleme siin esimest ja teist liiki homogeenseid rajatingimusi.
(i) Esimest liiki homogeensed rajatingimused






; D = const > 0 (20.2.1)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L (20.2.2)
ja rajatingimusi
u(0, t) = 0; u(L, t) = 0; t ≥ 0. (20.2.3)
Selle ülesande lahendamiseks sobib muutujate eraldamise meetod ehk Fourier’
meetod (vt peatükk 12). Otsime võrrandi (20.2.1) lahendit kujul
u(x, t) = X(x)T (t). (20.2.4)
Saadakse eraldatud muutujatega võrrand
d2X
dx2 = −λX; 0 < x < L (20.2.5)
koos rajatingimustega
X(0) = 0; X(L) = 0 (20.2.6)
ning võrrand
dT
dt = −λDT. (20.2.7)
Valemitega (20.2.5) ja (20.2.6) on antud Sturmi-Liouville’i rajaülesanne. Järgides







; n = 1, 2, 3, . . . (20.2.8)
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Xn(x)Xn′(x)dx = δnn′ . (20.2.10)
Siinkohal (vt valem (20.2.8)) on kõrvale jäetud omaväärtus λ0 = 0, kuna esimest
liiki homogeenseid rajatingimusi rahuldav vastav omafunktsioon X0(x) = const = 0.
Leitud Sturmi-Liouville’i rajaülesande omaväärtusele λn vastava võrrandi (20.2.7)
lahend on
T0n(t) = exp(−λnDt). (20.2.11)





kus kordajad Bn tuleb määrata algtingimusest (20.2.2), mida üldlahend (20.2.12)
peab rahuldama. Tulemuseks saadakse




























Valemi (20.2.13) saab teisendada ka kujule

























(ii) Teist liiki homogeensed rajatingimused






; D = const > 0 (20.2.15)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L (20.2.16)










= 0; t ≥ 0. (20.2.17)

































Valemi (20.2.18) saab teisendada ka kujule

























20.2.2 Ruumipiirkond 0 < x <∞
Olgu homogeenne rajatingimus punktis x = 0 esimest või teist liiki.
(i) Esimest liiki homogeenne rajatingimus






; D = const > 0 (20.2.20)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x <∞ (20.2.21)
ja rajatingimust
u(0, t) = 0; t ≥ 0. (20.2.22)
Selle ülesande lahendi saame valemist (20.2.14), minnes seal piirile L → ∞. Tule-
museks on





















(ii) Teist liiki homogeenne rajatingimus






; D = const > 0 (20.2.24)
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ning algtingimust






= 0; t ≥ 0. (20.2.26)
Selle ülesande lahendi saame valemist (20.2.19), minnes seal piirile L→∞:





























= g; D = const > 0; g = g(x, t) (20.3.1)








Cauchy ülesandes peab funktsioon u(x, t) rahuldama −∞ < x < ∞ ja t > 0 korral
võrrandit (20.3.1) ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); −∞ < x <∞. (20.3.3)
Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletis ∂u/∂x saavad ühemõõtmelise
koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.









g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ, (20.3.4)
st lahend on määratud ühemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funktsiooniga G(ξ, τ ;x, t)






= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; −∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞,
(20.3.5)
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algtingimust
G(ξ, 0;x, 0) = δ(x− ξ); −∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞ (20.3.6)
ja tingimust
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t. (20.3.7)
Leiame vajaliku Greeni funktsiooni G(ξ, τ ;x, t), lahendades valemitega (20.3.5)–
(20.3.7) antud ülesande.
Siin on otstarbekas kasutada Fourier’ teisendust. Rakendades Fourier’ teisendust













Tulemuseks on harilik diferentsiaalvõrrand
− ddτF [G] +Dk





Viimase võrduse parem pool võrdub nulliga, kui τ < t ja τ > t. Seega
F [G] = AeDk2τ , kui τ < t,
F [G] = BeDk2τ , kui τ > t, (20.3.11)
kus A ja B on suvalised konstandid.
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Pärast vastavat asendust valemisse (20.3.11) saame lõplikult






1, kui τ ≤ t
0, kui τ > t (20.3.17)
on Heaviside’i funktsioon, mis tagab tingimuse (20.3.7) täidetuse. Fourier’ pöördtei-
sendus annab




Valemi (20.1.20) abil võtame integraali. Tulemuseks on







Sellega me oleme leidnud ühemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funktsiooni
piiramata ruumis.
20.4 Kahemõõtmelise difusioonioperaatori Gree-
ni funktsioon piiramata ruumis
Selleks et lahendada Cauchy ülesanne kahemõõtmelise mittehomogeense difusiooni-
võrrandi korral, tuleb leida kahemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon
piiramata ruumis. Rakendades samamoodi nagu eelmises punktis Fourier’ teisendust
kahemõõtmelises koordinaatruumis, saadakse tulemuseks







kus ρ ja r on kohavektorid kahemõõtmelises koordinaatruumis.
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20.5 Kolmemõõtmelise difusioonioperaatori Gree-
ni funktsioon piiramata ruumis
Selleks et lahendada Cauchy ülesanne kolmemõõtmelise mittehomogeense difusioo-
nivõrrandi korral, tuleb leida kolmemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funkt-
sioon piiramata ruumis. Rakendades Fourier’ teisendust kolmemõõtmelises koordi-
naatruumis, saadakse tulemuseks







kus ρ ja r on kohavektorid kolmemõõtmelises koordinaatruumis.
20.6 Cauchy ülesanne 1 + 1 muutujaga mitteho-
mogeense difusioonivõrrandi jaoks
Alampunktis 16.1.3 ja punktis 20.3 olema lahendanud Cauchy ülesande 1 + 1 muu-
tujaga mittehomogeense difusioonivõrrandi jaoks. Võtame saadud tulemuse lühidalt
kokku.







= g(x, t); D = const > 0 (20.6.1)
ning algtingimust










g(ξ, τ)G(ξ, τ ;x, t)dξdτ, (20.6.3)
kus







20.7 Cauchy ülesanne 2 + 1 ja 3 + 1 muutujaga
mittehomogeense difusioonivõrrandi jaoks
Cauchy ülesanne 2 + 1 ja 3 + 1 muutujaga mittehomogeense difusioonivõrrandi
jaoks on lahendatud alampunktis 16.2.3 (vt ka viimane lõik alampunktis 16.2.1)
koos punktidega 20.4 ja 20.5.
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20.8 Ühemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni
funktsioon ruumipiirkondades 0 < x < L ja
0 < x <∞
20.8.1 Ruumipiirkond 0 < x < L
Ühemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon G(ξ, τ ;x, t) ruumipiirkonnas






= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L
(20.8.1)
ja algtingimust
G(ξ, 0;x, 0) = δ(x− ξ); 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L, (20.8.2)
aga ka tingimust
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t (20.8.3)
ning homogeenseid rajatingimusi, mis olgu siin kas esimest liiki,
G(0, τ ;x, t) = G(L, τ ;x, t) = 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0, (20.8.4)
või teist liiki,








= 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0. (20.8.5)
Vahetu kontrolli teel on võimalik veenduda, et võrrandit (20.8.1), algtingimust
(20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.4) või (20.8.5) rahuldav Greeni funktsiooni avaldub
G(ξ, τ ;x, t) = H(t− τ)
∑
n
Xn(x)Xn(ξ) exp [−λnD(t− τ)] , (20.8.6)
kus λn ja Xn(x) on Sturmi-Liouville’i rajaülesande
d2Xn(x)
dx2 = −λnXn(x); 0 < x < L (20.8.7)
omaväärtused ja omafunktsioonid kas esimest liiki rajatingimuste
Xn(0) = 0; Xn(L) = 0 (20.8.8)
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korral. Omafunktsioonid rahuldavad tingimust (vt valem (11.3.16))
∑
n
Xn(x)Xn(ξ) = δ(x− ξ). (20.8.10)
Järgnevalt peatume eraldi esimest liiki ja teist liiki rajatingimuste juhul.
(i) Esimest liiki rajatingimused


















Asendades need valemisse (20.8.6), saame Greeni funktsiooni jaoks

























Valemi (20.8.13) saab teisendada kujule






















(ii) Teist liiki rajatingimused























; n = 1, 2, 3, . . . . (20.8.16)
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Asendades need valemisse (20.8.6), saame Greeni funktsiooni jaoks






























Valemi (20.8.17) saab teisendada kujule






















Rõhutame veel, et avaldis (20.8.6) kehtib ka siis, kui Greeni funktsioon rahuldab
võrrandit (20.8.1), tingimusi (20.8.2) ja (20.8.3) ning üldisi homogeenseid rajatingi-
musi
Γ(0)dG(ξ, τ ; x, t)dξ
∣∣∣∣∣
ξ=0
+ γ(0)G(0, τ ;x, t) = 0,
Γ(L)dG(ξ, τ ; x, t)dξ
∣∣∣∣∣
ξ=L
+ γ(L)G(L, τ ;x, t) = 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0. (20.8.19)








+ γ(L)X(L) = 0 (20.8.20)
antud Sturmi-Liouville’i rajaülesande omaväärtused ja ortonormeeritud omafunkt-
sioonid.
20.8.2 Ruumipiirkond 0 < x <∞
Leiame ka ühemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funktsiooni ruumipiirkonnas
0 < x <∞.
(i) Esimest liiki rajatingimus
Minnes piirile L→∞, saame valemi (20.8.14) alusel Greeni funktsiooni jaoks
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(i) Teist liiki rajatingimus
Minnes piirile L→∞, saame valemi (20.8.18) alusel Greeni funktsiooni jaoks



















20.9 Segaülesanne 1 + 1 muutujaga mittehomo-
geense difusioonivõrrandi jaoks. Mittehomo-
geensed rajatingimused
Alampunktides 16.1.1 ja 20.8.1 olema lahendanud 1 + 1 muutujaga mittehomogeen-
se difusioonivõrrandi ja mittehomogeensete rajatingimustega segaülesande. Võtame
saadud tulemuse lühidalt kokku.
(i) Esimest liiki rajatingimused






= g; D = const > 0; g = g(x, t) (20.9.1)
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L (20.9.2)
ja rajatingimusi
u(0, t) = µ1(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0. (20.9.3)


























g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ, (20.9.4)
kus Greeni funktsioon on antud valemiga (20.8.13).
(ii) Teist liiki rajatingimused






= g; D = const > 0; g = g(x, t) (20.9.5)
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ning algtingimust











= µ2(L, t); t ≥ 0. (20.9.7)




φ(ξ)G(ξ, 0;x, t)dξ +D
t∫
0









g(ξ, τ)G(ξ, τ ; x, t)dξdτ, (20.9.8)
kus Greeni funktsioon on antud valemiga (20.8.17).
Ülesanded
20.1. Tuletage valem (20.2.13).
20.2. Tuletage valem (20.2.18).






; D = const > 0
ning algtingimust






= 0; u(L, t) = 0; t ≥ 0.
Lahendage see ülesanne, kasutades muutujate eraldamise meetodit.
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; D = const > 0
ning algtingimust
u(x, 0) = φ(x); 0 ≤ x ≤ L
ja rajatingimusi




= 0; t ≥ 0.
Lahendage see ülesanne, kasutades muutujate eraldamise meetodit.
20.5. Tuletage valem (20.2.23).
20.6. Tuletage valem (20.2.27).
20.7. Tuletage Greeni funktsiooni avaldis (20.4.1).
20.8. Tuletage Greeni funktsiooni avaldis (20.5.1).
20.9. Kontrollige, et Greeni funktsioon (20.8.6) rahuldab võrrandit (20.8.1), algtin-
gimust (20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.4).
20.10. Kontrollige, et Greeni funktsioon (20.8.6) rahuldab võrrandit (20.8.1), alg-
tingimust (20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.5).
20.11. Kontrollige, et Greeni funktsioon (20.8.6) rahuldab võrrandit (20.8.1), alg-
tingimust (20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.19).
20.12. Leidke ühemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon G(ξ, τ ;x, t),
mis ruumipiirkonnas 0 < x < L rahuldab võrrandit (20.8.1), algtingimust (20.8.2),
tingimust (20.8.3) ja rajatingimusi




= 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0.
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20.13. Leidke ühemõõtmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon G(ξ, τ ;x, t),
mis ruumipiirkonnas 0 < x < L rahuldab võrrandit (20.8.1), algtingimust (20.8.2),
tingimust (20.8.3) ja rajatingimusi




= G(L, τ ;x, t) = 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0.






+ exp (3x+ 9Dt) ; D = const > 0
ja algtingimust





Lahendage see ülesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage kõik vajalikud integraalid.






+ exp(αx); D,α = const > 0
ja algtingimust
u(x, 0) = α.
Lahendage see ülesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage kõik vajalikud integraalid.











; D = const > 0
ning algtingimust










= 0; t ≥ 0.
Lahendage see ülesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage kõik vajalikud integraalid.
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+ u0; D, u0 = const > 0
ja algtingimust
u(x, 0) = exp(−3x).
Lahendage see ülesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage kõik vajalikud integraalid.






+ exp (−7t+ 5) ; D = const > 0
ja algtingimust
u(x, 0) = exp (7− 5x) .
Lahendage see ülesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage kõik vajalikud integraalid.






+ u0; D, u0 = const > 0
ja algtingimust







Lahendage see ülesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage kõik vajalikud integraalid.












; 0 ≤ x ≤ L
ja rajatingimusi





= 0; t ≥ 0.
Lahendage see ülesanne, kasutades muutujate eraldamise meetodit.

21. Hüperboolsete võrrandite lahen-
damine
Lineaarsed teist järku osatuletistega hüperboolsed matemaatilise füüsika võrrandid
on seotud eelkõige võnke- ja laineprotsesside kirjeldamisega. Tabelis 21.1 on toodud
erinevate ülesannete lahendamiseks käesolevas peatükis kasutatud meetodid.
21.1 1 + 1 muutujaga homogeense lainevõrrandi
lahendi üldine struktuur









kus a = const > 0. Teeme kindlaks võrrandi (21.1.1) lahendi üldised omadused.
Valemiga (21.1.1) on antud hüperboolne võrrand. Selle karakteristikud on (vt
alampunkt 9.3.1)
ζ1 = x− at,
ζ2 = x+ at. (21.1.2)




Võrrandist (21.1.3) järeldub, et otsitava funktsiooni u tuletis muutuja ζ1 järgi ei
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Tabel 21.1. Peatükis 21 lainevõrrandite lahendamiseks kasutatud meetodid
Ülesanne Lahendusmeetod
Cauchy ülesanne homogeense lainevõrrandi jaoks Lahendi üldine struktuur
Greeni funktsioon
Cauchy ülesanne mittehomogeense lainevõrrandi
jaoks
Greeni funktsioon




Segaülesanne homogeense lainevõrrandi jaoks.
Mittehomogeensed rajatingimused
Lahendi üldine struktuur
Segaülesanne mittehomogeense lainevõrrandi jaoks.
Mittehomogeensed rajatingimused
Greeni funktsioon
Alg- ja rajatingimusteta ülesanne mittehomogeense
lainevõrrandi jaoks
Greeni funktsioon




f(ζ)dζ + f2(ζ2), (21.1.5)
kus f2(ζ2) on suvaline funktsioon. Tähistades veel
∫ ζ1
0
f(ζ)dζ ≡ f1(ζ1), (21.1.6)
jõuame avaldiseni
u(x, t) = f1(x− at) + f2(x+ at), (21.1.7)
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mis sisaldab suvalisi funktsioone f1(x− at) ja f2(x+ at).
Funktsioon f1(x − at) kirjeldab x-telje positiivses suunas kiirusega a > 0 lii-
kuvat jääva kujuga häiritust. Funktsioon f2(x+ at) kirjeldab vastassuunas liikuvat
häiritust.
Funktsioonid f1(x − at) ja f2(x + at) tuleb määrata lisatingimustest. Valem
(21.1.7) näitab, milline on võrrandiga (21.1.1) seotud konkreetse ülesande üldlahendi
üldine kuju.
21.2 Cauchy ülesanne 1 + 1 muutujaga homo-
geense lainevõrrandi jaoks









; −∞ < x <∞; t > 0, (21.2.1)
kus a = const > 0, ja algtingimusi




= ψ(x); −∞ < x <∞. (21.2.2)
Selle ülesande lahend kirjeldab muuhulgas lõpmatu keele käitumist.
Ülesande üldlahend on antud valemiga (21.1.7),
u(x, t) = f1(x− at) + f2(x+ at). (21.2.3)
See peab rahuldama algtingimusi (21.2.2). Seega kehtivad võrdused














Võrduse (21.2.5) integreerimine annab
a[−f1(x) + f2(x)] =
∫ x
0
ψ(ξ)dξ + C, (21.2.6)
kus C on integreerimiskonstant. Valemitest (21.2.4) ja (21.2.6) saame võrrandisüs-
teemi funktsioonide f1(x) ja f2(x) leidmiseks:
f1(x) + f2(x) = φ(x)
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ψ(ξ)dξ + C2a. (21.2.9)
Avaldistega (21.2.8) ja (21.2.9) määratud funktsioonide f1(x) ja f2(x) kujud ei
















ψ(ξ)dξ + C2a. (21.2.11)
Seega on antud Cauchy ülesande üldlahendiks valemite (21.2.3) ja (21.2.10), (21.2.11)
alusel






Leitud lahendit (21.2.12) tuntakse d’Alembert’i valemina.
21.3 Segaülesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
lainevõrrandi jaoks ruumipiirkonnas 0 < x <
∞. Homogeenne rajatingimus
Järgnevalt uurime poollõpmatu keele käitumist.
21.3.1 Esimest liiki rajatingimus








; 0 < x <∞; t > 0, (21.3.1)




= ψ(x); 0 ≤ x <∞, (21.3.2)
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u(0, t) = 0; t ≥ 0, (21.3.3)
kus a = const > 0.
Ülesande üldlahend on kujuga (21.1.7). Rakendades sellele algtingimusi (21.3.2),
saadakse funktsioonide f1(x − at) ja f2(x + at) avaldised (21.2.10) ja (21.2.11).
Kuid valem (21.2.10) kehtib funktsiooni f1(x − at) jaoks ainult juhul, kui x ≥ at
(vt algtingimused (21.3.2)). Kui x < at, siis tuleb funktsiooni f1(x − at) avaldist
modifitseerida, kasutades selleks rajatingimust (21.3.3).
Tingimusest (21.3.3) järeldub, et kehtib seos
f1(−at) = −f2(at). (21.3.4)
Seega võime kirjutada
f1(x− at) = −f2(at− x); x ≤ at. (21.3.5)
Valemite (21.2.10), (21.2.11) ja (21.3.5) alusel on meil nüüd avaldised























ψ(ξ)dξ + C2a. (21.3.8)
Pärast vastavaid asendusi valemisse (21.1.7) jõuame tulemuseni





ψ(ξ)dξ; x ≤ at, (21.3.9)





ψ(ξ)dξ; x ≥ at. (21.3.10)
Valemist (21.3.10) on näha, et x > at korral langeb u(x, t) kokku Cauchy ülesan-
de lahendiga (21.2.12), st piirkonnas x > at raja olemasolu ei kajastu. Kui x < at,
siis on lahendiks funktsioon (21.3.9), mis erineb Cauchy ülesande lahendist (21.2.12).
Siin kajastub punktis x = 0 paiknevalt rajalt peegeldunud häirituse olemasolu. Piir-
kondade x > at ja x < at kokkupuutepunktis x = at langevad avaldised (21.3.9) ja
(21.3.10) kokku.
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21.3.2 Teist liiki rajatingimus








; 0 < x <∞; t > 0, (21.3.11)









= 0; t ≥ 0, (21.3.13)
kus a = const > 0.
Ülesande üldlahend on kujuga (21.1.7). Algtingimuste (21.3.12) abil saadakse
funktsioonide f1(x−at) ja f2(x+at) avaldised (21.2.10) ja (21.2.11). Kuid seetõttu, et
tingimus (21.3.12) on rakendatav ainult funktsioonide φ(x) ja ψ(x) mittenegatiivse
argumendi korral, kehtib valem (21.2.10) funktsiooni f1(x − at) jaoks juhul, kui
x ≥ at. Kui x < at, siis tuleb funktsiooni f1(x−at) avaldist modifitseerida, kasutades
selleks rajatingimust (21.3.13).















Integreerides viimast võrdust, saame
f1(−at) = f2(at) +K, (21.3.16)
kus K on integreerimiskonstant. Järelikult
f1(x− at) = f2(at− x) +K; x ≤ at. (21.3.17)
















ψ(ξ)dξ − C2a ; x ≥ at, (21.3.19)








ψ(ξ)dξ + C2a. (21.3.20)
Arvestame veel, et punktis x = at peavad avaldised (21.3.18) ja (21.3.19) ilmselt




Asendades funktsioonid f1(x− at) ja f2(x + at) valemisse (21.1.7), leiame vale-
mitega (21.3.11)–(21.3.13) antud ülesande üldlahendi







ψ(ξ)dξ; x ≤ at, (21.3.22)





ψ(ξ)dξ; x ≥ at. (21.3.23)
Valemist (21.3.23) on näha, et x > at korral langeb u(x, t) kokku Cauchy ülesan-
de lahendiga (21.2.12), st piirkonnas x > at raja olemasolu ei kajastu. Kui x < at, siis
on lahendiks funktsioon (21.3.22), mis erineb Cauchy ülesande lahendist (21.2.12).
Selles kajastub punktis x = 0 paiknevalt rajalt peegeldunud häirituse olemasolu.
Piirkondade x > at ja x < at kokkupuutepunktis x = at langevad avaldised (21.3.22)
ja (21.3.23) kokku.
21.4 Segaülesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
lainevõrrandi jaoks ruumipiirkonnas 0 < x <
∞. Mittehomogeenne rajatingimus
Jätkame poollõpmatu keele käitumise uurimist.
21.4.1 Esimest liiki rajatingimus








; 0 < x <∞; t > 0, (21.4.1)
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= ψ(x); 0 ≤ x <∞, (21.4.2)
u(0, t) = µ1(0, t); t ≥ 0, (21.4.3)
kus a = const > 0.
Ülesande lahenduskäik on analoogne alampunktis 21.3.1 esitatuga. Ainus erine-
vus seisneb selles, et mittehomogeensest rajatingimusest (21.4.3) järeldub seos
f1(−at) = −f2(at) + µ1(0, t); t ≥ 0, (21.4.4)
ning seega





; x ≤ at. (21.4.5)
Valemitega (21.4.1)–(21.4.3) antud ülesande üldlahend on kujuga









; x ≤ at, (21.4.6)





ψ(ξ)dξ; x ≥ at, (21.4.7)
kus punktis x = 0 paiknev raja ilmutab ennast ainult piirkonnas x < at.
21.4.2 Teist liiki rajatingimus








; 0 < x <∞; t > 0, (21.4.8)









= µ2(0, t); t ≥ 0, (21.4.10)
kus a = const > 0.
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Selle ülesande lahenduskäik on analoogne alampunktis 21.3.2 esitatuga. Tuleb
ainult arvestada, et mittehomogeensest rajatingimusest (21.4.10) järeldub seos
f1(−at) = f2(at)− a
t∫
0
µ2(0, ξ)dξ +K, (21.4.11)
kus K on integreerimiskonstant, ning seega




µ2(0, ξ)dξ +K; x ≤ at. (21.4.12)
Valemitega (21.4.8)–(21.4.10) antud ülesande üldlahend on











µ2(0, ξ)dξ; x ≤ at, (21.4.13)





ψ(ξ)dξ; x ≥ at. (21.4.14)
Punktis x = 0 paiknev raja ilmutab ennast ainult piirkonnas x < at.
21.5 Segaülesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
lainevõrrandi jaoks ruumipiirkonnas 0 < x <
L. Esimest liiki homogeensed rajatingimused
Uurime lõpliku pikkusega otstest kinnitatud keele omavõnkumisi. Keele pikkuseks
olgu L.








; 0 < x < L; t > 0, (21.5.1)




= ψ(x); 0 ≤ x ≤ L, (21.5.2)
u(0, t) = 0; u(L, t) = 0; t ≥ 0, (21.5.3)
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kus a = const > 0.
Kasutame ülesande lahendamiseks muutujate eraldamise meetodit, mille skeem
oli esitatud peatükis 12.
Otsime võrrandi (21.5.1) lahendit kujul
u(x, t) = X(x)T (t). (21.5.4)
Pärast asendust valemisse (21.5.1) jõuame eraldatud muutujatega võrranditeni.
(i) Võrrand
d2X
dx2 = −λX; 0 < x < L (21.5.5)
koos rajatingimustega
X(0) = 0; X(L) = 0 (21.5.6)
annab Sturmi-Liouville’i rajaülesande.




Rakendades punktis 11.3 arendatud teooriat, võib leida selle Sturmi-Liouville’i


















Viimaste amplituud on valitud selliselt, et omafunktsioonid oleksid normeeritud 1-le,
st on täidetud ortonormeerituse tingimus
∫ L
0
Xn(x)Xn′(x)dx = δnn′ . (21.5.10)
Märgime veel, et λ0 = 0 ei ole omaväärtus, kuna sel juhul esimest liiki homogeensete
rajatingimuste korral puudub võrrandil (21.5.5) mittetriviaalne lahend.
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Võrrandi (21.5.11) üldlahend avaldub















kus A1n ja A2n on praegu tundmatud konstandid.




Xn(x)[A1nT1n(t) + A2nT2n(t)], (21.5.14)
kus kordajad A1n ja A2n tuleb määrata algtingimusest (21.5.2), mida üldlahend

























































Eespool lahendatud lõpmatu ja poollõpmatu keele ülesannetes lähtusime vale-
mist (21.1.7), mis määrab ühemõõtmelise lainevõrrandi üldlahendi üldise struktuuri.
Lõpliku pikkusega keele ülesande lahendasime muutujate eraldamise meetodil. Va-
lemi (21.5.15) saab aga teisendada kujule, kust on näha, et leitud üldlahend on
kooskõlas valemiga (21.1.7).
21.6 Segaülesanne 2 + 1 muutujaga homogeen-
se lainevõrrandi jaoks lõplikus ruumipiirkon-
nas. Esimest liiki homogeenne rajatingimus
Kahemõõtmelise lainevõrrandi (2 + 1 muutujaga lainevõrrandi) abil saab kirjeldada
membraani võnkumist. Membraani all mõistame kinnitatud servadega kilet.
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Olgu membraani servad kinnitatud ringikujulisele raamile. Siis on ilmselt otstarbe-
kas minna üle polaarkoordinaatidele, mis sobivad kõige paremini ülesande sümmeet-
riaga, võimaldades lihtsal kujul esitada rajatingimusi. Seega rakendame koordinaat-
teisendust
x = r cos(ϕ),
y = r sin(ϕ), (21.6.2)
kus r2 = x2 + y2.


















; 0 < r < r0; t > 0, (21.6.3)




= ψ(r, ϕ); 0 ≤ r ≤ r0, (21.6.4)
u(r0, ϕ, t) = 0; t ≥ 0, (21.6.5)
kus a = const > 0 ja r0 on ringikujulise membraani raadius.
Ruumiliste muutujate ja aja eraldamiseks esitame
u(r, ϕ, t) = Ω(r, ϕ)T (t). (21.6.6)














= −λΩ; 0 < r < r0; t > 0, (21.6.7)





kus λ on tundmatu konstant. Tegeleme kõigepealt valemitega (21.6.7) ja (21.6.8)
antud rajaülesandega.
Eraldame võrrandis (21.6.7) muutujad r ja ϕ. Selleks esitame
Ω(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ). (21.6.10)









+ λr2R = χR; 0 < r < r0, (21.6.11)
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R(r0) = 0 (21.6.12)
ning võrrandi funktsiooni Φ(ϕ) jaoks,
−d
2Φ
dϕ2 = χΦ, (21.6.13)
kus χ on tundmatu konstant.
Kuna ϕ on polaarnurk, siis peab võrrandi (21.6.13) mittetriviaalne lahend olema
ϕ perioodiline funktsioon perioodiga 2π:
Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ). (21.6.14)
Võrrand (21.6.13) on rahuldatud, kui
Φ(ϕ) = const exp(±i√χϕ). (21.6.15)
Siit saame, et tingimus (21.6.14) on rahuldatud, kui
χ = n2, n = 0, 1, 2, . . . . (21.6.16)
Võrrandi (21.6.13) üldlahend on kujuga
Φn(ϕ) = Dn cos(nϕ) + En sin(nϕ), (21.6.17)
kus Dn ja En on konstandid.






2 − n2)R = 0; 0 < r < r0. (21.6.18)
Tulemuseks oleme saanud n järku Besseli võrrandi (vt valem (17.1.1)), mille üldla-






kus C1,2 = const. Kuna teist liiki Besseli funktsioonid Yn(
√
λr) kahanevad piirama-
tult, kui r → 0, membraani võnkeamplituud aga peab jääma lõplikuks, siis tuleb





Lahend (21.6.20) peab rahuldama rajatingimust (21.6.12), st
R(r0) = Jn(
√
λr0) = 0. (21.6.21)
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Olgu αnm n järku esimest liiki Besseli funktsiooni nullkoht number m. Tingimusest
(21.6.21) saame nüüd määrata λ ning esitada lahendi (21.6.20) kujul






Edasi arvestame tingimusega (21.6.22) membraani ajalist käitumist kirjeldavas




Võrrandi (21.6.24) üldlahend on
Tnm(t) = Anm cos(aσnmt) +Bnm sin(aσnmt), (21.6.25)
kus Anm ja Bnm on konstandid.
Võrrandi (21.6.3) lahend avaldub
unm(r, ϕ, t) = Rnm(r)Φn(ϕ)Tnm(t)
= Jn(σnmr)[Dn cos(nϕ) + En sin(nϕ)][Anm cos(aσnmt) +Bnm sin(aσnmt)].
(21.6.26)
See kujutab endast membraani ühte konkreetset normaalvõnkumist. Võrrandi (21.6.3)
üldlahend on normaalvõnkumiste lineaarkombinatsioon,





Jn(σnmr)[Dn cos(nϕ) + En sin(nϕ)]
×[Anm cos(aσnmt) +Bnm sin(aσnmt)]. (21.6.27)
Märgime veel, et kui membraani alghäiritus sõltub ainult muutujast r, siis kir-
jeldab membraani võnkumist 0 järku esimest liiki Besseli funktsioon:
u(r, ϕ, t) =
∞∑
m=1
J0(σ0mr)[A0m cos(aσ0mt) +B0m sin(aσ0mt)]. (21.6.28)
Valemites (21.6.27) ja (21.6.28) sisalduvad konstandid Dn, En, Anm ja Bnm lei-
takse, kasutades ülesande algtingimusi.
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= g; a = const > 0; g = g(x, t) (21.7.1)









Cauchy ülesandes peab funktsioon u(x, t) rahuldama −∞ < x < ∞ ja t > 0 korral
võrrandit (21.7.1) ning algtingimusi




= ψ(x); −∞ < x <∞. (21.7.3)
Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletis ∂u/∂x saavad ühemõõtmelise
koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
Alampunkti 16.3.3 kohaselt avaldub selle ülesande lahend kujul


















g(ξ, τ)G(ξ, τ ;x, t)dξdτ, (21.7.4)
st lahend on määratud ühemõõtmelise laineoperaatori Greeni funktsiooniga G(ξ, τ ;x, t)








= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; −∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞
(21.7.5)
ja algtingimusi





−∞ < x <∞; −∞ < ξ <∞, (21.7.6)
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aga samuti tingimust
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t. (21.7.7)
Leiame vajaliku Greeni funktsiooni G(ξ, τ ;x, t), lahendades valemitega (21.7.5)–
(21.7.7) antud ülesande.
Siin on otstarbekas kasutada Fourier’ teisendust



















dτ 2F [G] + k





Koos vastavate lisatingimuste arvestamisega on tulemuseks





Võib ka vahetult kontrollida, et funktsioon (21.7.11) rahuldab võrrandit (21.7.10).
Greeni funktsiooni leidmiseks rakendame Fourier’ pöördteisendust:







e−ik(x−ξ) = cos[k(x− ξ)]− i sin[k(x− ξ)].
Siis





{cos[k(x− ξ)]− i sin[k(x− ξ)]}dk.
(21.7.13)
Pidades silmas, et sin[k(x− ξ)] on integreerimismuutuja suhtes paaritu funktsioon,
võime valemis (21.7.13) loogelistes sulgudes teise liikme ära jätta. Seega
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Standardsed trigonomeetrilised seosed annavad




2k {sin[k[a(t− τ)− (x− ξ)]]
+ sin[k[a(t− τ) + (x− ξ)]]} dk. (21.7.15)





dk = ±π, kui b ≷ 0.
Selle abil jõutakse lõpptulemuseni Greeni funktsiooni jaoks:
G(ξ, τ ;x, t) = a2H(t− τ)H
[




Järgnevalt esitame ilma tuletuskäikudeta laineoperaatori Greeni funktsioonide
avaldised kahe- ja kolmemõõtmelises piiramata koordinaatruumis.
21.7.2 Kahemõõtmeline laineoperaator
Selleks et lahendada kahemõõtmelise mittehomogeense lainevõrrandiga Cauchy üles-
anne, tuleb leida kahemõõtmelise laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata ruumis.
Rakendades samamoodi eelmise alampunktiga Fourier’ teisendust kahemõõtmelises
koordinaatruumis, saadakse tulemuseks
G(ρ, τ ; r, t) = H(t− τ)
H
[









kus ρ ja r on kohavektorid kahemõõtmelises koordinaatruumis.
21.7.3 Kolmemõõtmeline laineoperaator
Selleks et lahendada kolmemõõtmelise mittehomogeense lainevõrrandiga Cauchy
ülesanne, tuleb leida kolmemõõtmelise laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata
ruumis. Tulemuseks on
G(ρ, τ ; r, t) = H(t− τ)
δ
[
(t− τ)− |r− ρ|
a
]
4π|r− ρ| , (21.7.18)
kus ρ ja r on kohavektorid kolmemõõtmelises koordinaatruumis.
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21.8 Cauchy ülesanne 1 + 1 muutujaga homo-
geense lainevõrrandi jaoks. Lahendamine Gree-
ni funktsiooni abil
Pöördume tagasi 1 + 1 muutujaga homogeense lainevõrrandiga Cauchy ülesande
juurde, mille me lahendasime punktis 21.2, lähtudes lainevõrrandi lahendi üldisest
struktuurist. Lahendame nüüd selle ülesande, kasutades Greeni funktsiooni.









; −∞ < x <∞; t > 0, (21.8.1)
kus a = const > 0, ja algtingimusi




= ψ(x); −∞ < x <∞. (21.8.2)
Lisaks on eeldatud, et funktsioon u ja selle osatuletis ∂u/∂x saavad ühemõõtmelise
koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
Selle ülesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (21.7.4), kui võtta
selles valemis g(ξ, τ) = 0,













Laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata ühemõõtmelises koordinaatruumis on
antud valemiga (21.7.16):
G(ξ, τ ;x, t) = a2H(t− τ)H
[




Asendame Greeni funktsiooni avaldisse (21.8.3). Saame






















Peatume eraldi võrdusmärgi paremal poolel oleval kahel liikmel.
Esimeses liikmes alati
H(t) = 1, (21.8.6)











|x− ξ| ≤ at.
Eristame siin kahte juhtu. Võrdus (21.8.7) kehtib x− ξ ≥ 0 korral, kui
|x− ξ| = x− ξ ≤ at,
ning x− ξ ≤ 0 korral, kui
|x− ξ| = ξ − x ≤ at.
Seega on integraal esimeses liikmes nullist erinev ainult siis, kui integreerimismuutuja
ξ on vahemikus
x+ at ≥ ξ ≥ x− at, (21.8.8)



































































= 12[φ(x− at) + φ(x+ at)]. (21.8.10)
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Valemite (21.8.5), (21.8.9) ja (21.8.10) alusel jõuame uuesti d’Alembert’i valemini
(21.2.12):






21.9 Cauchy ülesanne 2 + 1 muutujaga homo-
geense lainevõrrandi jaoks
Järgnevalt lahendame Greeni funktsiooni abil 2 + 1 muutujaga homogeense laine-
võrrandiga Cauchy ülesande.
On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab kogu kahemõõtmelises koordinaat-





= ∇2u; a = const > 0 (21.9.1)
ning algtingimusi





Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide järgi saa-
vad kahemõõtmelise koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
Ülesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil valemi (16.4.17) kahemõõtme-
lises versioonis kujul, kus g(ρ, τ) = 0,
u(r, t) = 1
a2
∫









Integreeritakse üle kogu kahemõõtmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Greeni
funktsioon piiramata kahemõõtmelises koordinaatruumis on antud valemiga (21.7.17):
G(ρ, τ ; r, t) = H(t− τ)
H
[
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Asendame Greeni funktsiooni avaldisse (21.9.3). See annab




































Peatume eraldi võrdusmärgi paremal poolel oleval kahel liikmel.








|r− ρ| ≤ at. (21.9.7)




























(at)2 − |r− ρ|2
dSρ, (21.9.8)
kus integreeritakse üle ringi S(r; at), mille keskpunkti määrab kohavektor r ja raa-
diuseks on at (vt joonis 21.1).
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(at)2 − |r− ρ|2
dSρ.
(21.9.10)
Siin integreeritakse nüüd samuti üle ringi S(r; at), mille keskpunkti määrab koha-
vektor r ja raadiuseks on at.
Teeme vastavad asendused valemitest (21.9.8) ja (21.9.10) avaldisse (21.9.5). Tu-
lemusena jõuame Poissoni valemini













(at)2 − |r− ρ|2
dSρ.
(21.9.11)
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21.10 Cauchy ülesanne 3 + 1 muutujaga homo-
geense lainevõrrandi jaoks
Edasi lahendame Greeni funktsiooni abil 3 + 1 muutujaga homogeense lainevõrran-
diga Cauchy ülesande.
On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab kogu kolmemõõtmelises koordi-





= ∇2u; a = const > 0 (21.10.1)
ning algtingimusi





Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide järgi saa-
vad kolmemõõtmelise koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
Ülesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (16.4.17), kus g(ρ, τ) = 0,
u(r, t) = 1
a2
∫









Integreeritakse üle kogu kolmemõõtmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Gree-
ni funktsioon piiramata kolmemõõtmelises koordinaatruumis on antud valemiga
(21.7.18):
G(ρ, τ ; r, t) = H(t− τ)
δ
[
(t− τ)− |r− ρ|
a
]
4π|r− ρ| . (21.10.4)
Asendame Greeni funktsiooni avaldisse (21.10.3). See annab
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kus integreeritakse nüüd üle sfääri U(r; at), mille keskpunkti määrab kohavektor r





























































Pärast asendusi avaldisse (21.10.5) saame Kirchhoffi valemi

















21.11 Cauchy ülesanne 1 + 1 muutujaga mitte-
homogeense lainevõrrandi jaoks
On vaja leida funktsioon u(x, t), mis rahuldab kogu ühemõõtmelises koordinaat-








= g(x, t); a = const > 0 (21.11.1)
ning algtingimusi




= ψ(x); −∞ < x <∞. (21.11.2)
Lisaks on eeldatud, funktsioon u ja selle osatuletis ∂u/∂x saavad ühemõõtmelise
koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
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Selle ülesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (21.7.4)


















g(ξ, τ)G(ξ, τ ;x, t)dξdτ. (21.11.3)
Laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata ühemõõtmelises koordinaatruumis on
antud valemiga (21.7.16):
G(ξ, τ ;x, t) = a2H(t− τ)H
[




Punktis 21.8 me asendasime Greeni funktsiooni avaldise (21.11.3) kahte esimesse











Tulemuseks on d’Alembert’i valem mittehomogeense lainevõrrandi jaoks:












21.12 Cauchy ülesanne 2 + 1 muutujaga mitte-
homogeense lainevõrrandi jaoks
On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab kogu kahemõõtmelises koordinaat-





−∇2u = g(r, t); a = const > 0 (21.12.1)
ning algtingimusi





Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide järgi saa-
vad kahemõõtmelise koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
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Ülesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil valemi (16.4.17) kahemõõtme-
lises versioonis kujul
u(r, t) = 1
a2
∫













g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dSρdτ. (21.12.3)
Integreeritakse üle kogu kahemõõtmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Greeni
funktsioon piiramata kahemõõtmelises koordinaatruumis on antud valemiga (21.7.17):
G(ρ, τ ; r, t) = H(t− τ)
H
[









Punktis 21.9 me asendasime Greeni funktsiooni avaldise (21.12.3) kahte esimesse













a2(t− τ)2 − |r− ρ|2
dSρdτ,
(21.12.5)
kus integreeritakse üle ringi S(r; a(t− τ)), mille keskpunkti määrab kohavektor r ja
raadiuseks on a(t−τ). Tulemuseks on Poissoni valem mittehomogeense lainevõrrandi
jaoks:





















a2(t− τ)2 − |r− ρ|2
dSρdτ. (21.12.6)
21.13 Cauchy ülesanne 3 + 1 muutujaga mitte-
homogeense lainevõrrandi jaoks
On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab kogu kolmemõõtmelises koordinaat-





−∇2u = g(r, t); a = const > 0 (21.13.1)
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ning algtingimusi





Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide järgi saa-
vad kolmemõõtmelise koordinaatruumi lõpmatuses võrdseks nulliga.
Ülesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (16.4.17)
u(r, t) = 1
a2
∫













g(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dVρdτ. (21.13.3)
Integreeritakse üle kogu kolmemõõtmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Gree-
ni funktsioon piiramata kolmemõõtmelises koordinaatruumis on antud valemiga
(21.7.18):
G(ρ, τ ; r, t) = H(t− τ)
δ
[
(t− τ)− |r− ρ|
a
]
4π|r− ρ| . (21.13.4)
Punktis 21.10 me asendasime Greeni funktsiooni avaldise (21.13.3) kahte esimes-

















kus integreeritakse üle kera V(r; at), mille keskpunkti määrab kohavektor r ja raa-
diuseks on at. Tulemuseks on Kirchhoffi valem mittehomogeense lainevõrrandi jaoks:






















ρ, t− |r− ρ|
a
)
|r− ρ| dVρ. (21.13.6)
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21.14 Ühemõõtmelise laineoperaatori Greeni funkt-
sioon lõplikus ruumipiirkonnas
Ühemõõtmelise laineoperaatori Greeni funktsioon G(ξ, τ ; x, t) ruumipiirkonnas 0 <








= δ(x− ξ)δ(t− τ); t ≥ τ ≥ 0; 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L
(21.14.1)
ja algtingimusi





0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ ξ ≤ L, (21.14.2)
aga ka tingimust
G(ξ, τ ;x, t) = 0, kui τ > t, (21.14.3)
ning homogeenseid rajatingimusi, mis olgu siin kas esimest liiki,
G(0, τ ;x, t) = G(L, τ ;x, t) = 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0, (21.14.4)
või teist liiki,








= 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0. (21.14.5)
Võrrandit (21.14.1) ja vastavaid lisatingimusi rahuldava Greeni funktsiooni saab
esitada kujul












kus λn ja Xn(x) on Sturmi-Liouville’i rajaülesande
d2Xn(x)
dx2 = −λnXn(x); 0 < x < L (21.14.8)
omaväärtused ja omafunktsioonid kas esimest liiki rajatingimuste
Xn(0) = 0; Xn(L) = 0 (21.14.9)
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korral. Omafunktsioonid rahuldavad tingimust (vt valem (11.3.16))
∑
n
Xn(x)Xn(ξ) = δ(x− ξ). (21.14.11)
Võib veenduda, et Greeni funktsioon (21.14.6) rahuldab võrrandit (21.14.1). Sa-
muti on rahuldatud algtingimused (21.14.2) ja rajatingimused (21.14.4) või (21.14.5).
Peatume eraldi esimest liiki ja teist liiki rajatingimuste juhul.
(i) Esimest liiki rajatingimused

















Asendades need valemisse (21.14.6), saame Greeni funktsiooni jaoks


























(ii) Teist liiki rajatingimused






















; n = 1, 2, 3, . . . . (21.14.16)
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Asendades need valemisse (21.14.6), saame Greeni funktsiooni jaoks































Märgime veel, et avaldis (21.14.6) kehtib ka siis, kui Greeni funktsioon rahuldab
võrrandit (21.14.1), tingimusi (21.14.2) ja (21.14.3) ning üldisi homogeenseid rajatin-
gimusi (20.8.19). Sel juhul on λn ja Xn(x) võrrandiga (21.14.8) ja rajatingimustega
(20.8.20) antud Sturmi-Liouville’i rajaülesande omaväärtused ja ortonormeeritud
omafunktsioonid.
21.15 Segaülesanne 1 + 1 muutujaga mittehomo-
geense lainevõrrandi jaoks
Olgu meil mittehomogeensete rajatingimustega segaülesanne 1 + 1 muutujaga mit-
tehomogeense lainevõrrandi jaoks.
(i) Esimest liiki rajatingimused








= g(x, t); a = const > 0 (21.15.1)
ning algtingimusi




= ψ(x); 0 ≤ x ≤ L (21.15.2)
ja rajatingimusi
u(0, t) = µ1(0, t); u(L, t) = µ1(L, t); t ≥ 0. (21.15.3)
Alampunkti 8.3.1 kohaselt avaldub selle ülesande lahend kujul



































g(ξ, τ)G(ξ, τ ;x, t)dξdτ, (21.15.4)
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kus Greeni funktsioon on antud valemiga (21.4.13).
(ii) Teist liiki rajatingimused








= g(x, t); a = const > 0 (21.15.5)
ning algtingimusi















= µ2(L, t); t ≥ 0. (21.15.7)
Alampunkti 8.3.2 kohaselt avaldub selle ülesande lahend kujul
















µ2(L, τ)G(L, τ ;x, t)dτ −
t∫
0





g(ξ, τ)G(ξ, τ ;x, t)dξdτ,
(21.15.8)
kus Greeni funktsioon on antud valemiga (21.14.17).
21.16 Alg- ja rajatingimusteta ülesanne 3 + 1 muu-
tujaga mittehomogeense lainevõrrandi jaoks.
Liikuvate laengute elektromagnetväli
21.16.1 Hilinev ja ennetav Greeni funktsioon
Olgu vaakumis laengute süsteem, mida iseloomustavad voolutihedus j(r, t) ja laengu-
tihedus ϱ(r, t). Eeldame, et laengud paiknevad lõplikus ruumipiirkonnas. Me tahame
leida elektromagnetvälja, mille tekitavad need laengud piiramata ruumis. Seejuures
eeldatakse, et laengute trajektoorid on ette antud ning välja tagasimõju laengutele
võib jätta arvestamata. Lahendame siin algtingimusteta ülesande. Välja allikad on
igal ajahetkel −∞ < t <∞ ette antud.
Märgime ka, et alampunktis 21.7.3 ja punktis 21.13 on toodud lahend Cauchy
ülesandele 3 + 1 muutujaga mittehomogeense lainevõrrandi jaoks. See ülesanne on
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lähedane käesolevas punktis lahendatavaga. Ainus erinevus seisneb selles, et kui
Cauchy ülesande korral on olemas algtingimused, siis praegusel juhul algtingimused
puuduvad.
Vaadeldavate laengute tekitatud elektromagnetvälja potentsiaalid rahuldavad
mittehomogeenseid lainevõrrandeid
A = µ0j(r, t), (21.16.1)
φ = ϵ−10 ϱ(r, t), (21.16.2)
















Seega on vaja lahendada võrrandid (21.16.1) ja (21.16.2) ilma alg- ja rajatingimus-
teta.
Selle ülesande lahendamiseks saab kasutada laineoperaatori Greeni funktsiooni





−∇2ρG = δ(r− ρ)δ(t− τ), (21.16.5)
kus r = (x, y, z) ja ρ = (x′, y′, z′). Lisatingimused puuduvad. Sellise Greeni funkt-
siooni abil saab välja potentsiaalid esitada kujul









j(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dx′dy′dz′dτ, (21.16.6)









ϱ(ρ, τ)G(ρ, τ ; r, t)dx′dy′dz′dτ. (21.16.7)
Võib veenduda selles, et kui asendada potentsiaalid (21.16.6) ja (21.16.7) võrrandi-
tesse (21.16.1) ja (21.16.2) ning arvestada võrrandiga (21.16.5), siis on mittehomo-
geensed lainevõrrandid (21.16.1) ja (21.16.2) rahuldatud. Eeldatakse, et aegruumi
lõpmatuses on potentsiaalid ning nende osatuletised ruumikoordinaatide ja aja järgi
võrdsed nulliga.
Käesoleva ülesande Greeni funktsioon sõltub ainult argumentide vahedest,
G = G(r− ρ, t− τ) = G(R, T ),
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kus on toodud sisse tähistused
R = r− ρ, T = t− τ.











∂(y − y′)2 +
∂2
∂(z − z′)2 . (21.16.9)
Võrrandit (21.16.8) on mugav lahendada, kasutades 3 + 1 dimensionaalset Fou-
rier’ teisendust (13.4.2). Vastav pöördteisendus annab










G̃(k, ω)ei(kR−ωT )dkxdkydkzdω, (21.16.10)
kus k = (kx, ky, kz),










G(R, t)e−i(kR−ωT )dRxdRydRzdT (21.16.11)
on Greeni funktsiooni Fourier’ teisend ja R = (Rx, Ry, Rz). Samuti arvestame selle-













Asendame G(R, T ), δ(R) ja δ(T ) valemitest (21.16.10), (21.16.12) ja (21.16.13) võr-
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kus
ωk = ck.
Seega valemite (21.16.10) ja (21.16.15) alusel











exp[i(kR − ωT )]
ω2k − ω2
dkxdkydkzdω. (21.16.16)
Valemis (21.16.16) on integraalid analüütiliselt leitavad. Olenevalt sellest, kas
T > 0 või T < 0, saadakse tulemuseks kas hilinev Greeni funktsioon




t− τ − |r− ρ|
c
)
; t > τ (21.16.17)
või ennetav Greeni funktsioon




t− τ + |r− ρ|
c
)
; t < τ. (21.16.18)
Peatume detailsemalt avaldise (21.16.17) tuletuskäigul. Valemis (21.16.16) on
integraalialusel funktsioonil punktides
ω = ±ωk
poolused. Integraali leidmiseks üle ω, vaatleme muutujat ω kompleksse suurusena
ja asendame integraali üle ω piki reaaltelge kontuurintegraalidega ω kompleksta-
sandil piki lõiku reaalteljel ja poolringi alumisel või ülemisel komplekspooltasandil
olenevalt sellest, kas T > 0 või T < 0, nagu on näidatud joonisel 21.2. Selliselt vali-
tud integreerimiskontuuride korral jääb integraalialune funktsioon poolringidel alati
lõplikuks.
Kui ω komplekstasandil suurte poolringide raadiused lähenevad lõpmatusele, siis
on need kontuurintegraalid ekvivalentsed integraaliga piki reaaltelge, kuna integraali
all seisab faktor
exp [Im (ω)T ] ,
mis kahaneb eksponentsiaalselt, kui
Im (ω) → −∞; T > 0
ja
Im (ω) → +∞; T < 0.
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Joonis 21.2. Valitud integreerimiskontuurid ω komplekstasandil valemis (21.16.16).
Kui T > 0, siis integreeritakse üle kontuuri C, mis koosneb lõigust reaalteljel ja
poolringist alumisel komplekspooltasandil. Kui T < 0, siis integreeritakse üle kon-
tuuri C ′, mis koosneb lõigust reaalteljel ja poolringist ülemisel komplekspooltasandil.
Kontuuride läbimise suunad on näidatud nooltega.
Olgu meil tegemist nüüd juhuga, kui T > 0. Järgmise sammuna nihutame poo-
lused ω = ±ωk alumisele komplekspooltasandile. Me saame seda teha, asendades
valemis (21.16.16) murru nimetajas
ω → ω + iε,
kus ε on lõpmata väike positiivne reaalarv:
ε→ +0.
Tulemuseks saame, et valemis (21.16.16) on integraalialusel funktsioonil poolused
punktides
ω = ±ωk − iε.
See aga tähendab, et integraalialune funktsioon jääb kõikjal integreerimiskontuuril
C lõplikuks.






ω2k − (ω + iε)2
. (21.16.19)
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ωk − (ω + iε)
+ 1





Tänu sellele, et integraalialune funktsioon jääb kõikjal integreerimiskontuuril C lõp-





z − ω ,
kus integreeritakse selliselt, et integraalialuse funktsiooni poolus ω = z jääb mööda
kontuuri C liikudes paremale ja funktsioonil f(z) puuduvad poolused nii integreeri-
miskontuuri sees kui ka integreerimiskontuuril. Tulemuseks on
I = 2πi lim
ε→+0
{
exp[−i(ωk − iε)T ]
2ωk





Valem (21.16.16) saab nüüd kuju









dkxdkydkz; T > 0,
G(R, T ) = 0; T < 0. (21.16.21)
Läheme üle sfäärilistele koordinaatidele k-ruumis. Siis
dkxdkydkz = k2dk sin(θ)dθdϕ.
Olgu vektor R z-telje sihiline, st
kR = kR cos(θ).
Saame









k exp[ikR cos(θ)] sin(ckT )dk.
Pärast mõningaid teisendusi jõuame avaldiseni






















dωk; T > 0.
δ-funktsiooni esitusega (21.16.13) arvestamine annab












; T > 0.
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Teine δ-funktsioon saadud avaldises on võrdne nulliga, kuna selle argument on alati
nullist erinev. Tulemuseks oleme saanud valemi (21.16.17) hilineva Greeni funktsioo-
ni jaoks.
Hilineva Greeni funktsiooni me saime, kui nihutasime T > 0 korral valemis
(21.16.16) integraalialuse funktsiooni poolused ω alumisele komplekspooltasandile.
Nihutades T < 0 korral need poolused ω ülemisele komplekspooltasandile, jõuame
valemini (21.16.18) ennetava Greeni funktsiooni jaoks.
21.16.2 Hilinevad ja ennetavad elektromagnetvälja potent-
siaalid
Hilinev Greeni funktsioon määrab elektromagnetvälja hilinevad potentsiaalid. Vale-








































































Avaldistest (21.16.24) ja (21.16.25) on näha, et ajahetkel t on välja potentsiaalid




Siit ka nimetus "hilinevad potentsiaalid". Hilinemisaeg |r − ρ|/c on aeg, mis kulub
selleks, et elektromagnetväli jõuaks ruumipunktist ρ vaatluspunkti r.
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Kuigi ennetavad potentsiaalid rahuldavad samuti lainevõrrandeid (21.16.1) ja (21.16.2),
ei saa neid kasutada etteantud allikate tekitatud elektromagnetvälja kirjeldamiseks,
kuna see oleks vastuolus põhjuslikkuse printsiibiga.
Ülesanded
21.1. Pange kirja valemite (21.4.6) ja (21.4.7) detailne tuletuskäik.
21.2. Pange kirja valemite (21.4.13) ja (21.4.14) detailne tuletuskäik.
21.3. Tuletage avaldis (21.5.15).
21.4. Näidake, et avaldisega (21.5.15) antud lainevõrrandi lahend on kooskõlas üldi-
se valemiga (21.1.7).
21.5. Kontrollige, et Greeni funktsiooni Fourier’ teisend (21.7.11) rahuldab võrran-
dit (21.7.10).
21.6. Näidake, et kehtib võrdus (21.11.5).
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21.7. Näidake, et kehtib võrdus (21.12.5).
21.8. Näidake, et kehtib võrdus (21.13.5).
21.9. Kontrollige, et Greeni funktsioon (21.14.6) rahuldab lainevõrrandit (21.14.1),
algtingimusi (21.14.2) ja rajatingimusi (21.14.4) või (21.14.5).
21.10. Leidke ühemõõtmelise laineoperaatori Greeni funktsioon G(ξ, τ ; x, t), mis
ruumipiirkonnas 0 < x < L rahuldab võrrandit (21.14.1), algtingimust (21.14.2),
tingimust (21.14.3) ja rajatingimusi




= 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0.
21.11. Leidke ühemõõtmelise laineoperaatori Greeni funktsioon G(ξ, τ ; x, t), mis
ruumipiirkonnas 0 < x < L rahuldab võrrandit (21.14.1), algtingimust (21.14.2),
tingimust (21.14.3) ja rajatingimusi




= G(L, τ ; x, t) = 0; 0 ≤ x ≤ L; t ≥ τ ≥ 0.
21.12. Kontrollige, et potentsiaalid (21.16.6) ja (21.16.7) rahuldavad vastavalt võr-
randeid (21.16.1) ja (21.16.2).
21.13. Leidke funktsioon u(x, t), mis rahuldab võrrandit (a, x0, l = const > 0 ja














0, −∞ < x < 0,
f(x), 0 ≤ x ≤ x0/2,
f(x0 − x), x0/2 ≤ x ≤ x0,







); −∞ < x <∞.
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; 0 < x < L; t > 0
ning algtingimusi




= Ψ(x); 0 ≤ x ≤ L
ja rajatingimusi




= 0; t ≥ 0.












); −∞ < x <∞; t > 0
ja algtingimusi






); −∞ < x <∞.












; 0 < x < L; t > 0
ning algtingimusi










= 0; 0 ≤ x ≤ L
ja rajatingimusi
u(0, t) = u(L, t) = 0; t ≥ 0.
277 21. Hüperboolsete võrrandite lahendamine








; 0 < x < L; t > 0
ning algtingimusi














= 0; t ≥ 0.









= c; 0 < x < L; t > 0
ning algtingimusi



















= 0; t ≥ 0.

22. Elliptiliste võrrandite lahenda-
mine
Asume lahendama lineaarseid teist järku osatuletistega elliptilisi matemaatilise füü-
sika võrrandeid. Käesolevas peatükis kasutatud meetodid on esitatud tabelis 22.1.
Tabel 22.1. Peatükis 22 elliptiliste võrrandite lahendamiseks kasutatud meetodid
Ülesanne Lahendusmeetod
Poissoni võrrand piiramata ruumis Greeni funktsioon
Kahemõõtmeline Laplace’i võrrand. Rajaülesanne
ristkülikul
Greeni funktsioon
Kahemõõtmeline Laplace’i võrrand. Dirichlet’ üles-
anne ringil
Muutujate eraldamine
Kahemõõtmeline Laplace’i võrrand. Dirichlet’ üles-
anne rõngal
Muutujate eraldamine
Helmholtzi võrrand piiramata ruumis Greeni funktsioon
Helmholtzi võrrand lõplikus ruumipiirkonnas Greeni funktsioon
279
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22.1 Laplace’i operaatori Greeni funktsioon pii-
ramata ruumis
Laplace’i operaatori Greeni funktsioon G(ρ; r) rahuldab võrrandit
∇2ρG = −δ(r− ρ), (22.1.1)
kusjuures piiramata ruumis rajatingimused puuduvad. Olenevalt ruumi dimensioo-
nist käitub võrrandit (22.1.1) rahuldav Greeni funktsioon lõpmatuses erinevalt.
22.1.1 Kolmemõõtmeline ruum
Näitame, et kolmemõõtmelisel juhul rahuldab võrrandit (22.1.1) Greeni funktsioon
G(ρ; r) = G(r− ρ) = 14π|r− ρ| . (22.1.2)
Koordinaatruumi lõpmatuses saab see funktsioon võrdseks nulliga.
Me võime Greeni funktsiooni (22.1.2) jaoks kirjutada võrrandi (22.1.1) ümber
selliselt:
∇2RG(R) = −δ(R), (22.1.3)
kus
G(R) = 14πR, (22.1.4)
R = r− ρ (22.1.5)













dV = −4π, (22.1.7)
kus V on mingi ruumala, mis sisaldab punkti R = 0.
Alustame võrdusest (22.1.6). Kasutame sfäärilisi koordinaate. Siis saab võrduse
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[−1] = 0. (22.1.9)
Seega kehtib võrdus (22.1.6).
Võrduse (22.1.7) vasakul poolel võime alati integreerimisruumalas V eraldada
välja kerakujulise ruumala W , mille keskpunkt on R = 0. Eespool tehtu alusel
on väljaspool seda kera integraalialune funktsioon valemis (22.1.7) võrdne nulliga.













































kus integreeritakse üle kera W ümbritseva sfääri SW ja dS on pinnaelemendi vektor,
dS = eWdS,
kus eW on sfääri SW välise normaali suunaline ühikvektor antud sfääri punktis ja





























Seega kehtib ka võrdus (22.1.7) ja järelikult Greeni funktsioon (22.1.2) rahuldab
võrrandit (22.1.1).
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22.1.2 Kahemõõtmeline ruum
Kahemõõtmelisel juhul rahuldab võrrandit (22.1.1) Greeni funktsioon






kus A on suvaline pikkuse dimensiooniga konstant. On näha, et sel juhul koordinaa-
truumi lõpmatuses Greeni funktsioon ei kao, kuid ∇RG(R), kus R = r − ρ, saab
seal võrdseks nulliga.
22.1.3 Ühemõõtmeline ruum
Ühemõõtmelisel juhul rahuldab võrrandit
∂2G
∂ξ2
= −δ(x− ξ) (22.1.15)
Greeni funktsioon
G(ξ; x) = G(x− ξ) = −12 |x− ξ|. (22.1.16)
Koordinaatruumi lõpmatuses Greeni funktsioon (22.1.16) ei kao ning tuletis
∂G(x− ξ)






22.2 Poissoni võrrand piiramata ruumis
On vaja leida funktsioon u(r), mis rahuldab kolmemõõtmelises piiramata ruumis
võrrandit
∇2u = −g(r). (22.2.1)
Selle võrrandi lahend u(r) avaldub Laplace’i operaatori Greeni funktsiooni G(ρ; r)
(22.1.2) abil valemi (16.5.5) alusel, kus tuleb ära jätta rajatingimusega seotud liige
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22.3 Laplace’i operaatori omaväärtusülesanne lõp-
likus ruumipiirkonnas
22.3.1 Üldised omadused
Laplace’i operaatori Greeni funktsiooni lõplikus ruumipiirkonnas saab tuua sisse, ka-
sutades Laplace’i operaatori omafunktsioone ja omaväärtusi. Formuleerime vastava
omaväärtusülesande.
Meid huvitavad Laplace’i operaatori omaväärtused Λn rajaülesandes, kus on vaja
leida U(r), mis rahuldab r ∈ V korral võrrandit
∇2U = −ΛU (22.3.1)
ning esimest liiki homogeenset rajatingimust
U(r)|S = 0 (22.3.2)






Rajatingimuse liik võib olla raja erinevates piirkondades erinev. Omaväärtused Λn
on konstandi Λ sellised väärtused, mille korral on võrrandil (22.3.1) olemas mitte-
triviaalsed lahendid Un, mida nimetatakse Laplace’i operaatori omafunktsioonideks.
Viimased võivad üldjuhul olla ka komplekssed.









(i) omaväärtused Λn on reaalsed;




U∗n(r)Un′(r)dV = δnn′ ; (22.3.5)
(iii) omafunktsioonid rahuldavad suletuse tingimust, st
∑
n
U∗n(r)Un(r′) = δ(r− r′). (22.3.6)
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22.3.2 Omaväärtusülesanne ristkülikul






= −ΛU ; 0 < x < a; 0 < y < b, (22.3.7)
U(0, y) = 0; 0 < y < b, (22.3.8)
U(a, y) = 0; 0 < y < b, (22.3.9)
U(x, 0) = 0; 0 < x < a, (22.3.10)
U(x, b) = 0; 0 < x < a. (22.3.11)
Võttes

















dy2 = −Λ. (22.3.14)








dy2 − Λ. (22.3.15)
Selle võrduse vasak pool sõltub ainult muutujast x ja parem pool ainult muutujast
y. Kuna x ja y on sõltumatud muutujad, siis peavad võrduse (22.3.15) vasak ja









dy2 + Λ = λ. (22.3.17)
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Sellega me oleme jõudnud eraldatud muutujatega harilike diferentsiaalvõrranditeni
d2X
dx2 = −λX, (22.3.18)
d2Y
dy2 = −χY, (22.3.19)
kus
χ = Λ− λ. (22.3.20)
Rajatingimustest (22.3.8)–(22.3.11) saame
U(0, y) = X(0)Y (y) = 0; 0 < y < b, (22.3.21)
U(a, y) = X(a)Y (y) = 0; 0 < y < b, (22.3.22)
U(x, 0) = X(x)Y (0) = 0; 0 < x < a, (22.3.23)
U(x, b) = X(x)Y (b) = 0; 0 < x < a. (22.3.24)
Siit järeldub, et kehtivad rajatingimused
X(0) = 0, (22.3.25)
X(a) = 0, (22.3.26)
Y (0) = 0, (22.3.27)
Y (b) = 0. (22.3.28)
Tulemuseks on meil kaks Sturmi-Liouville’i rajaülesannet, mis on antud vastavalt
valemitega (22.3.18), (22.3.25) ja (22.3.26) ning (22.3.19), (22.3.27) ja (22.3.28).
Nende rajaülesannete omaväärtused ja ortonormeeritud omafunktsioonid on hästi

















III. Teist järku osatuletistega lineaarsed diferentsiaalvõrrandid
Teet Örd, Küllike Rägo 286

















Nüüd saame panna kirja Laplace’i operaatori omaväärtused ja omafunktsioonid
selle ülesande jaoks, eristades neid kahe indeksiga: n ja m. Laplace’i operaatori
omaväärtuse jaoks järeldub valemist (22.3.20), et
Λ = λ+ χ. (22.3.33)











; n,m = 1, 2, 3, . . . , . (22.3.34)

















22.4 Laplace’i operaatori Greeni funktsioon lõp-
likus ruumipiirkonnas
Laplace’i operaatori Greeni funktsioon peab lõplikus ruumipiirkonnas rahuldama
võrrandit
∇2ρG(ρ; r) = −δ(r− ρ); r ∈ V . (22.4.1)
Kehtigu lõpliku ruumipiirkonna rajal Greeni funktsiooni jaoks esimest liiki homo-
geenne rajatingimus
G(ρ; r) = 0; ρ ∈ S; r ∈ V ∪ S. (22.4.2)







kus Λn on Laplace’i operaatori omaväärtused ja Un(r) Laplace’i operaatori oma-
funktsioonid, mis rahuldavad omaväärtusvõrrandit
∇2Un(r) = −ΛnUn(r); r ∈ V (22.4.4)
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ja esimest liiki homogeenset rajatingimust
Un(r) = 0; r ∈ S. (22.4.5)
Asendame Greeni funktsiooni (22.4.3) võrduse (22.4.1) vasakule poolele. See an-
nab












∇2ρU∗n(ρ) = −ΛnU∗n(ρ). (22.4.7)
Saame









Valemi (22.3.6) kohaselt aga
∑
n
U∗n(ρ)Un(r) = δ(r− ρ) (22.4.9)
ja seega on võrrand (22.4.1) rahuldatud. Samuti on rahuldatud rajatingimus (22.4.2),
mis järeldub otseselt avaldisest (22.4.3) ja rajatingimusest (22.4.5).
Märgime veel, et Greeni funktsiooni avaldis (22.4.3) on korrektne, kui ükski nul-
list erinevale omafunktsioonile Un(r) vastav omaväärtus Λn ei võrdu nulliga. Esimest
liiki rajatingumuse korral (22.4.5) on see tingimus täidetud.
22.5 Kahemõõtmeline Laplace’i võrrand. Sisemine
rajaülesanne ristkülikul






= 0; 0 < x < a; 0 < y < b (22.5.1)
ja rajatingimusi





= µ2(0, y); 0 < y < b, (22.5.2)





= µ2(a, y); 0 < y < b, (22.5.3)
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= µ2(x, 0); 0 < x < a, (22.5.4)





= µ2(x, b); 0 < x < a. (22.5.5)









Unm(x, y) = −ΛnmUnm(x, y); 0 < x < a; 0 < y < b (22.5.6)
ja homogeenseid rajatingimusi





= 0; 0 < y < b, (22.5.7)





= 0; 0 < y < b, (22.5.8)





= 0; 0 < x < a, (22.5.9)





= 0; 0 < x < a (22.5.10)
kooskõlas tingimustega (22.5.2)–(22.5.5). Ülesande Laplace’i operaatori Greeni funkt-
sioon G(ξ, η; x, y) avaldub





Unm(ξ, η)Unm(x, y), (22.5.11)
kus omafunktsioonid ja omaväärtused vastavad konkreetsetele rajatingimustele. Va-
lem (22.5.11) on korrektne, kui ükski mittetriviaalsetele omaväärtusülesande lahen-
ditele (omafunktsioonidele) vastav omaväärtus Λnm ei võrdu nulliga. Võib veenduda,
et see on nii, kui vähemalt ühel raja lõigul on rajatingimus esimest liiki. Järgnevalt
eeldame, et see nõudmine on täidetud.




G(0, η;x, y)dη +
b∫
0




G(ξ, 0;x, y)dξ +
a∫
0
G(ξ, b; x, y)dξ, (22.5.12)
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kus esimeses liikmes integreeritakse üle raja lõigu ξ = 0, 0 ≤ η ≤ b, teises liikmes
üle lõigu ξ = a, 0 ≤ η ≤ b, kolmandas liikmes üle lõigu 0 ≤ ξ ≤ a, η = 0 ja
neljandas liikmes üle lõigu 0 ≤ ξ ≤ a, η = b. Vaatleme neid lõike eraldi.
(i) Kui raja lõigul ξ = 0, 0 ≤ η ≤ b on rajatingimus esimest liiki, siis
G(0, η; x, y) = µ1(0, η)





ja kui teist liiki, siis
G(0, η; x, y) = µ2(0, η)G(0, η;x, y). (22.5.14)
(ii) Kui raja lõigul ξ = a, 0 ≤ η ≤ b on rajatingimus esimest liiki, siis
G(a, η;x, y) = −µ1(a, η)





ja kui teist liiki, siis
G(a, η;x, y) = µ2(a, η)G(a, η; x, y). (22.5.16)
(iii) Kui raja lõigul 0 ≤ ξ ≤ a, η = 0 on rajatingimus esimest liiki, siis
G(ξ, 0;x, y) = µ1(ξ, 0)





ja kui teist liiki, siis
G(ξ, 0;x, y) = µ2(ξ, 0)G(ξ, 0;x, y). (22.5.18)
(iv) Kui raja lõigul 0 ≤ ξ ≤ a, η = b on rajatingimus esimest liiki, siis






ja kui teist liiki, siis
G(ξ, b; x, y) = µ2(ξ, b)G(ξ, b;x, y). (22.5.20)
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22.6 Kahemõõtmeline Laplace’i võrrand. Dirich-
let’ ülesanne ringil
Lahendades Laplace’i võrrandiga rajaülesannet ringil, on otstarbekas esitada Laplace’i
operaator polaarkoordinaatides. Üleminek Descartes’i koordinaatidelt polaarkoordi-
naatidele on antud teisendusega
x = r cos(ϕ),
y = r sin(ϕ), (22.6.1)






































= 0; 0 < r < r0; 0 < ϕ < 2π, (22.6.3)
u(r0, ϕ) = µ1(ϕ); 0 < ϕ < 2π, (22.6.4)
kus r0 on rajaks oleva ringi raadius. Eraldame kõigepealt muutujad. Selleks esitame
u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ). (22.6.5)
Tulemuseks on kaks sõltumatut harilikku diferentsiaalvõrrandit (vt alampunkt 12.6.3)
d2Φ





dr = µR, (22.6.7)
kus µ on muutujate eraldamise konstant.






Funktsioon Φµ(ϕ) peab olema perioodiline:
Φµ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ). (22.6.9)
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Valemitest (22.6.8) ja (22.6.9) järeldub, et
µ = n2; n = 0, 1, 2, . . . . (22.6.10)
Seega on võrrandi (22.6.6) üldlahend
Φn(ϕ) = A1n exp (inϕ) + A2n exp (−inϕ) ; n = 0, 1, 2, . . . , (22.6.11)
kus A1n ja A2n on praegu tundmatud konstandid. Üldlahendi (22.6.11) saab ilmselt
esitada ka kujul
Φn(ϕ) = B1n cos (nϕ) +B2n sin (nϕ) ; n = 0, 1, 2, . . . , (22.6.12)
kus B1n ja B2n on uued tundmatud konstandid.
Diferentsiaalvõrrandit (22.6.7) tuntakse Euleri võrrandina. Arvestades valemiga






2R; n = 0, 1, 2, . . . . (22.6.13)
Võrrandi (22.6.13) lahenditeks on
Rn(r) = C10 + C20 ln (r) , kui n = 0, (22.6.14)
Rn(r) = C1nrn + C2nr−n, kui n = 1, 2, . . . , (22.6.15)
kus C1n ja C2n (n = 0, 1, 2, . . .) on tundmatud konstandid. Füüsikaliselt on vastu-
võetavad niisugused lahendid Rn(r), mis jäävad lõplikeks, kui r → 0. Järelikult on
meile sobivad võrrandi (22.6.13) lahendid
Rn(r) = C10, kui n = 0, (22.6.16)
Rn(r) = C1nrn, kui n = 1, 2, . . . . (22.6.17)
Valemite (22.6.5), (22.6.12), (22.6.16) ja (22.6.17) alusel saame esitada võrrandi
(22.6.3) üldlahendi selliselt:
u(r, ϕ) = B0 +
∞∑
n=1
rn [B1n cos (nϕ) +B2n sin (nϕ)] , (22.6.18)
kus konstandid B0, B1n ja B2n määratakse rajatingimusest (22.6.4), mille rakenda-




rn0 [B1n cos (nϕ) +B2n sin (nϕ)] = µ1(ϕ). (22.6.19)
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cos (nϕ) dϕ =
2π∫
0
sin (nϕ) dϕ = 0; n = 1, 2, . . . , (22.6.20)
2π∫
0
cos (nϕ) sin (n′ϕ) dϕ = 0; n, n′ = 1, 2, . . . , (22.6.21)
2π∫
0
cos (nϕ) cos (n′ϕ) dϕ = πδnn′ ; n, n′ = 1, 2, . . . , (22.6.22)
2π∫
0
sin (nϕ) sin (n′ϕ) dϕ = πδnn′ ; n, n′ = 1, 2, . . . , (22.6.23)



















Sellega on sisemine Dirichlet’ ülesanne ringil lahendatud.
22.6.2 Väline Dirichlet’ ülesanne ringil











= 0; r0 < r <∞; 0 < ϕ < 2π, (22.6.27)
u(r0, ϕ) = µ1(ϕ); 0 < ϕ < 2π. (22.6.28)
Ülesande lahenduskäik on põhiliselt analoogne sisemise Dirichlet’ ülesande lahendus-
käiguga. Ainus erinevus tuleb sisse sellest, et nüüd on füüsikaliselt vastuvõetavad
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niisugused lahendid Rn(r), mis jäävad lõplikeks, kui r →∞. Kooskõlas selle lisatin-
gimusega on võrrandi (22.6.27) üldlahendiks
u(r, ϕ) = B0 +
∞∑
n=1

































= 0; r1 < r < r2; 0 < ϕ < 2π, (22.7.1)
u(r1, ϕ) = µ1(r1, ϕ); u(r2, ϕ) = µ1(r2, ϕ); 0 < ϕ < 2π. (22.7.2)
Seega on tegemist sisemise Dirichlet’ ülesandega rõngal.
Pärast muutujate eraldamist asenduse
u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ) (22.7.3)
abil jõuame harilike diferentsiaalvõrranditeni
d2Φ





dr = µR, (22.7.5)
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kus µ on muutujate eraldamise konstant:
µ = n2; n = 0, 1, 2, . . . , (22.7.6)
vt valem (22.6.10). Valemite (22.6.12), (22.6.14) ja (22.6.15) kohaselt on nende võr-
randite üldlahenditeks
Φn(ϕ) = B1n cos (nϕ) + B2n sin (nϕ) ; n = 0, 1, 2, . . . , (22.7.7)
Rn(r) = C10 + C20 ln (r) , kui n = 0, (22.7.8)
Rn(r) = C1nrn + C2nr−n, kui n = 1, 2, . . . , (22.7.9)
kus B1n, B2n, C1n ja C2n (n = 0, 1, 2, . . .) on tundmatud konstandid.
Seega on võrrandi (22.7.1) üldlahend kujuga
















kus tundmatud konstandid C10, C20, B1n, B2n, B3n ja B4n tuleb määrata selliselt, et
oleksid rahuldatud rajatingimused (22.7.2). Valemitest (22.7.2) ja (22.7.10) järeldub,
et peavad kehtima võrdused

















= µ1(r1, ϕ), (22.7.11)

















= µ1(r2, ϕ). (22.7.12)
Kasutades võrdusi (22.6.20)–(22.6.23), saame lineaarse võrrandisüsteemi kons-
tantide C10 ja C20 leidmiseks
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µ1(r2, ϕ) cos (nϕ) dϕ (22.7.14)
















µ1(r2, ϕ) sin (nϕ) dϕ. (22.7.15)
Avaldades siit konstandid C10, C20, B1n, B2n, B3n ja B4n ning asendades need vale-
misse (22.7.10), oleme lahendanud sisemise Dirichlet’ ülesande rõngal.
22.8 Helmholtzi operaatori Greeni funktsioon pii-
ramata ruumis
22.8.1 Lainevõrrand ja Helmholtzi võrrand





−∇2v(r, t) = f(r, t); a = const > 0. (22.8.1)
Olgu tegemist juhuga, kui v(r, t) ja f(r, t) sõltuvad ajast harmooniliselt, st
v(r, t) = u(r) exp (−iωt) , (22.8.2)
f(r, t) = g(r) exp (−iωt) . (22.8.3)
Asendades v(r, t) ja f(r, t) valemitest (22.8.2) ja (22.8.3) võrrandisse (22.8.1), saame










u(r) = −g(r). (22.8.4)
Me kasutame sellist seost Helmholtzi võrrandi ja lainevõrrandi vahel leidmaks
Helmholtzi operaatori Greeni funktsiooni.
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22.8.2 Greeni funktsioon
Lainevõrrandi (22.8.1) lahend v(r, t) kogu koordinaatruumis ja −∞ < t <∞ korral





f(ρ, τ)G(r− ρ, t− τ)dVρdτ, (22.8.5)
kus integreeritakse üle kogu koordinaatruumi ja Greeni funktsioon piiramata aegruumis








G(r− ρ, t− τ) = δ(r− ρ)δ(t− τ). (22.8.6)













G(r− ρ, T ) exp (iωT ) dT = Gω(r− ρ). (22.8.8)
Kolmemõõtmelises koordinaatruumis (vt valem (21.16.17))
G(r− ρ, T ) =
δ
(
T − |r− ρ|
a
)









4π|r− ρ| . (22.8.10)
Pidades veel silmas, et




4π|r− ρ| . (22.8.12)
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Sellega me oleme leidnud Helmholtzi operaatori Greeni funktsiooni piiramata
kolmemõõtmelises ruumis. Lihtne on veenduda selles, et kui rakendada teisendust




Gk(r− ρ) = −δ(r− ρ), (22.8.13)
mida peab rahuldama Helmholtzi operaatori Greeni funktsioon, vt valem (16.6.6).
Seejuures eeldatakse, et Greeni funktsioon G(r − ρ, T ) ja tema tuletis aja T järgi
saavad võrdseks nulliga, kui T → ±∞.




22.9 Helmholtzi võrrand piiramata ruumis





u = −g(r). (22.9.1)
Selle võrrandi lahend u(r) avaldub Helmholtzi operaatori Greeni funktsiooni abil
valemi (22.8.14) järgi. Asendades sinna Greeni funktsiooni (22.8.12), saame
u(r) = 14π
∫
g(ρ)exp (ik|r− ρ|)|r− ρ| dVρ. (22.9.2)
22.10 Helmholtzi operaatori Greeni funktsioon lõp-
likus ruumipiirkonnas





Gk(ρ; r) = −δ(r− ρ); r ∈ V . (22.10.1)
Kehtigu lõpliku ruumipiirkonna rajal Greeni funktsiooni jaoks esimest liiki homo-
geenne rajatingimus
Gk(ρ; r) = 0; ρ ∈ S; r ∈ V ∪ S. (22.10.2)
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kus Λn on Laplace’i operaatori omaväärtused ja Un(r) Laplace’i operaatori oma-
funktsioonid, mis rahuldavad omaväärtusvõrrandit
∇2Un(r) = −ΛnUn(r); r ∈ V (22.10.4)
ja esimest liiki homogeenset rajatingimust
Un(r) = 0; r ∈ S. (22.10.5)
22.11 Helmholtzi võrrand lõplikus ruumipiirkonnas




u = −g(r); k2 = const > 0 (22.11.1)
ja esimest liiki rajatingimust
u(r) = µ1(r); r ∈ S. (22.11.2)











Greeni funktsioon, mis peab rahuldama siin võrrandit (22.10.1) ja rajatingimust
(22.10.2), on antud valemiga (22.10.3).
Ülesanded
22.1. Tuletage avaldised (22.6.24)–(22.6.26).
22.2. Tuletage võrrandisüsteemid (22.7.13)–(22.7.15).
22.3. Tuletage võrrand (22.8.13).
22.4. Näidake, et Greeni funktsioon (22.10.3) rahuldab võrrandit (22.10.1).












= 0; 0 < r < r0; 0 < ϕ < 2π,
u(r0, φ) = α + β cos(6ϕ) + γ sin(3ϕ); 0 < ϕ < 2π,












= 0; 0 < r < r0; 0 < ϕ < 2π,
u(r0, φ) = α + β cos(2ϕ) + γ sin(ϕ); 0 < ϕ < 2π,

























































= −w(y); 0 < y < b,
u(x, 0) = v(x); u(x, b) = 0; 0 < x < a,
kus v(x) ja w(y) on etteantud ühe muutuja funktsioonid.
22.9. Näidake, et kehtib võrdus (22.3.4).

23. Rakendused kvantmehaanikas
23.1 Ühemõõtmeline kvantmehaaniline harmoo-
niline ostsillaator









kus px on osakese impulss, m0 on osakese mass, x on osakese kõrvalekalle tasakaalu-
asendist ja ω0 on ostsillaatori omavõnkesagedus. Ühemõõtmelise kvantmehaanilise
harmoonilise ostsillaatori statsionaarseid seisundeid kirjeldab statsionaarne Schrö-
dingeri võrrand














= −i~ ddx (23.1.4)
on impulsi operaator, ~ on Plancki konstant, x̂ = x on koordinaadi operaator, ψ
on ostsillaatori statsionaarse seisundi lainefunktsioon1 ja E on ostsillaatori energia.










2ψ = Eψ. (23.1.5)
1 Täpsemalt, ψ on ostsillaatori statsionaarse seisundi lainefunktsiooni ajast mittesõltuv osa.
2 Ühemõõtmelise harmoonilise ostsillaatori Schrödingeri võrrand (23.1.5) on harilik diferent-
siaalvõrrand. Samas on kolme- ja kahemõõtmelise harmoonilise ostsillaatori statsionaarsed Sch-
rödingeri võrrandid juba osatuletistega diferentsiaalvõrrandid. Nende lahendamine seostub aga
otseselt võrrandiga (23.1.5), kuna kolme- ja kahemõõtmelise harmoonilise ostsillaatori Schrödinge-
ri võrrandid taanduvad muutujate eraldamise tulemusena sõltumatuteks seda tüüpi võrranditeks,
mis kirjeldavad ühemõõtmelist harmoonilist ostsillaatorit.
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Lahendame selle diferentsiaalvõrrandi.





; ε = 2E
~ω0
. (23.1.6)
Võrrand (23.1.5) saab nüüd kuju
d2ψ
dξ2 + (ε− ξ
2)ψ = 0. (23.1.7)












dξ + (ε− 1)w = 0. (23.1.9)






Selle rea asendamine valemisse (23.1.9) annab
∞∑
k=0








k = 0. (23.1.11)
Viimase võrduse vasakul poolel oleva esimese liikme jaoks kehtib
∞∑
k=0
k(k − 1)akξk−2 =
∞∑
k=2
k(k − 1)akξk−2 =
∞∑
k=0
(k + 2)(k + 1)ak+2ξk. (23.1.12)
Arvestades sellega, anname valemile (23.1.11) kuju
∞∑
k=0
{(k + 2)(k + 1)ak+2 − 2kak + (ε− 1)ak} ξk = 0. (23.1.13)
Kuna ξ on muutuja, mis omandab suvalisi väärtusi, siis saab võrdus (23.1.11) kehtida
ainult juhul, kui loogelistes sulgudes olev avaldis võrdub nulliga:
(k + 2)(k + 1)ak+2 − 2kak + (ε− 1)ak = 0. (23.1.14)
Siit saame seose
ak+2 =
2k − ε+ 1
(k + 2)(k + 1) ak. (23.1.15)
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Kuna harmoonilise ostsillaatori potentsiaal (potentsiaalne energia) on koordinaadi
paarisfunktsioon, on Schrödingeri võrrandi (23.1.2) ja siis ka võrrandi (23.1.7) lahen-
did kas paaris- või paaritud funktsioonid. Kui lahend (23.1.16) on paarisfunktsioon,
siis kordajad a1 = a3 = a5 = . . . = 0. Samamoodi, kui lahend (23.1.16) on paaritu
funktsioon, siis kordajad a0 = a2 = a4 = . . . = 0.
Nõuame nüüd füüsikalise lisatingimusega, et lahend (23.1.16) saaks võrdseks nul-
liga, kui ξ → ±∞. Selleks peab astmerida valemis (23.1.16) sisaldama lõpliku arvu
liikmeid. Olgu anξn viimane nullist erinev liige, kusjuures juhul kui lahend (23.1.16)
on paarisfunktsioon, on n paarisarv, ning juhul kui lahend (23.1.16) on paaritu funkt-
sioon, on n paaritu arv. Seose (23.1.15) kohaselt katkeb astmerida valemis (23.1.16)
pärast liiget anξn, kui
2n− ε+ 1 = 0. (23.1.17)
Siit avaldame
ε = 2n+ 1, n = 0, 1, 2, . . . . (23.1.18)




dξ + 2nw = 0, n = 0, 1, 2, . . . . (23.1.19)
Tegemist on Hermite’i võrrandiga (vt valem (19.5.1)), mille lahenditeks on Hermite’i
polünoomid Hn(ξ).
Sellega me oleme leidnud ostsillaatori lainefunktsiooni. Arvestades ka Hermite’i




















, n = 0, 1, 2, . . . .
(23.1.20)
On rahuldatud ortonormeerituse tingimus
∞∫
−∞






, n = 0, 1, 2, . . . . (23.1.22)
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23.2 Elektron vesiniku aatomis





∇2ψ + U(r)ψ = Eψ, (23.2.1)
kus ψ on elektroni statsionaarse seisundi lainefunktsioon (täpsemalt, lainefunktsioo-
ni ajast mittesõltuv osa), me on elektroni mass ja E on elektroni energia. Elektroni
potentsiaalne energia on




kus−e < 0 on elektroni laeng ja r on elektroni kaugus aatomi tuumast, mis on loetud
punktikujuliseks. Kuna elektroni potentsiaalne energia sõltub ainult muutujast r, siis
on Schrödingeri võrrandit (23.2.1) otstarbekas lahendada sfäärilistes koordinaatides,
























Lahendame Schrödingeri võrrandi (23.2.1).





























ψ = 0. (23.2.4)
Eraldame siin muutuja r sfäärilistest nurkadest θ ja ϕ, esitades
ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ). (23.2.5)
































+ λY = 0, (23.2.7)
3 Aatomi tuuma liikumine jäetakse siin arvestamata.
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kus λ on muutujate eraldamise konstant.
Tegeleme kõigepealt võrrandiga (23.2.7). Muutujate θ ja ϕ eraldamiseks esitame
Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ). (23.2.8)





+ [sin2(θ)λ− µ]Θ = 0 (23.2.9)
ja
d2Φ
dϕ2 + µΦ = 0, (23.2.10)
kus µ on viimase muutujate eraldamisega seotud tundmatu konstant.
Lähtudes füüsikalistest kaalutlustest, nõuame et funktsioon Φ(ϕ) rahuldaks pe-
rioodilisuse tingimust
Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ). (23.2.11)
Kuna võrrandi (23.2.10) lahenditeks on
e±
√−µϕ, (23.2.12)
siis on võrdus (23.2.11) võimalik ainult juhul, kui
µ = m2; m = 0,±1,±2, . . . . (23.2.13)
Seega on võrrandi (23.2.10) lahendiks
Φm(ϕ) = eimϕ; m = 0,±1,±2, . . . . (23.2.14)














Θ = 0. (23.2.15)
Teeme siin muutuja vahetuse θ → cos(θ). Saame võrrandi
[1− cos2(θ)] d
2Θ








Θ = 0. (23.2.16)
Vastava analüüsi abil saab näidata, et võrrandil (23.2.16) on pidev, lõplik ja ühene
lahend ainult siis, kui
λ = l(l + 1); l = 0, 1, 2, . . . . (23.2.17)
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Tulemuseks on Legendre’i kaasvõrrand (vt valem (18.3.2))
[1− cos2(θ)] d
2Θ










Selle lahendiks, mis erineb nullist, on (vt valem (18.3.5))
Θlm(θ) = Pml (cos(θ)); l = 0, 1, 2, . . . ; m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l,
(23.2.19)
kus Pml (cos(θ)) on Legendre’i kaaspolünoom.
Seega on võrrandi (23.2.7) lahendiks funktsioon
Y ml (θ, ϕ) ∼ Pml (cos(θ))eimϕ.
Harilikult esitatakse
Y ml (θ, ϕ) = (−1)m




kus l = 0, 1, 2, . . . ja fikseeritud arvu l korral m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l. Valemiga
(23.2.20) defineeritud funktsioone Y ml (θ, ϕ) nimetatakse sfäärilisteks harmooniku-





Y m∗l (θ, ϕ)Y ml (θ′, ϕ′) sin(θ)dθdϕ = δll′δmm′ . (23.2.21)















































R = 0, (23.2.24)








Võrrandi (23.2.24) alusel saab näidata, et funktsiooni
χ(ρ) = ρR(ρ) (23.2.26)





, kui ρ→∞; (23.2.27)
χ(ρ) ∼ ρl+1, kui ρ→ 0. (23.2.28)












Viimases valemis on summa ülemiseks rajaks valitud esialgu lõpmatus.




dρ2 + [2(l + 1)− ρ]
dL
dρ + (β − l − 1)L = 0. (23.2.31)
Siit koos avaldisega (23.2.30) saadakse seos
ak+1 =
k + l + 1− β
(k + 1)(k + 2l + 2)ak. (23.2.32)
Kasutades viimast, võib näidata, et funktsioon R(ρ) jääb piiril ρ→∞ lõplikuks
ainult siis, kui rida (23.2.30) sisaldab lõpliku arvu liikmeid. Katkegu rida (23.2.30)
pärast liiget k = ν. Valemi (23.2.32) alusel tähendab see, et
β = ν + l + 1; ν = 0, 1, 2, . . . . (23.2.33)
Kuna l = 0, 1, 2, . . ., siis on suuruse β võimalikeks väärtusteks
β ≡ n = 1, 2, 3, . . . . (23.2.34)
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Kui arv n on fikseeritud, siis
l = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (23.2.35)
Valemist (23.2.25) saame nüüd avaldada elektroni diskreetse energiaspektri vesiniku
aatomis





2~2n2 ; n = 1, 2, 3, . . . . (23.2.36)
Funktsioon L(ρ) rahuldab seega võrrandit
ρ
d2L
dρ2 + [2(l + 1)− ρ]
dL
dρ + (n− l − 1)L = 0. (23.2.37)
See on valemi (19.3.2) kohaselt Laguerre’i kaasvõrrand, mille lahenditeks on Laguer-
re’i kaaspolünoomid L2l+1n−l−1(ρ).
Järelikult on võrrandi (23.2.22) lahenditeks












R2nl(r)r2dr = 1. (23.2.39)
Sellega oleme lahendanud Schrödingeri võrrandi (23.2.1). Elektroni lainefunkt-
sioon avaldub kujul
ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Y ml (θ, ϕ) (23.2.40)
ning vastav elektroni energia on antud valemiga (23.2.36).
Ülesanded
23.1. Tuletage võrrand (23.1.9).
23.2. Näidake, et kvantmehaanilise harmoonilise ostsillaatori lainefunktsioonid ra-
huldavad ortonormeerituse tingimust (23.1.21).
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23.3. Tuletage avaldis (23.1.22) kvantmehaanilise harmoonilise ostsillaatori energia
jaoks.
23.4. Tuletage asümptootilised avaldised (23.2.27) ja (23.2.28).
23.5. Tuletage rekurrentsusseos (23.2.32).
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See õpiku osa on adresseeritud eelkõige matemaatika magistriõppes õppijatele. Ees-
märgiks on seatud tutvustada funktsionaalanalüüsi vahendite kasutamist matemaa-
tilise füüsika ülesannete uurimisel.
Vajalikke tulemusi funktsionaalanalüüsist on püütud illustreerida sobivate näidetega
ning mõnedel lihtsamatel juhtudel on esitatud ka tõestused. Seetõttu loodab autor,
et selles osas esitatust on võimalik aru saada ka nendel lugejatel, kes funktsionaal-
analüüsiga põhjalikumat tutvust teinud ei ole.

24. Tähistused ja vajalikud eeltead-
mised
24.1 Tähistused
24.1.1 Vektorid ja multiindeksid
Reaalse eukleidilise n-mõõtmelise ruumi Rn punkte tähistame edaspidi x, y, ξ jne:
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), ξ = (ξ1, . . . , ξn), . . . .
Olgu x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ja y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm. Sümboliga (x, y) tähistame
punkti
(x, y) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ Rn+m.
Mitme muutuja funktsioone tähistame järgmiselt:
kui x ∈ Rn, siis f(x) = f(x1, . . . , xn),
kui x ∈ Rn, y ∈ Rm, siis f(x, y) = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).
Skalaarkorrutist ja vektori pikkust (normi) n-mõõtmelises ruumis Rn tähis-
tame vastavalt
x · y = x1y1 + . . .+ xnyn,
|x| = √x · x =
√




(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2
on punktide x ja y vaheline kaugus, hulk
U(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}
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on (lahtine) kera, mille keskpunkt on x ∈ Rn ja raadius r > 0, hulk
S(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| = r}
on sama keskpunkti ja raadiusega sfäär.
Vektorit α = (α1, . . . , αn), mille koordinaadid on mittenegatiivsed täisarvud, nime-
tatakse multiindeksiks. Arvu
|α| = α1 + . . .+ αn
nimetatakse multiindeksi pikkuseks. Multiindekseid kasutame mitme muutuja
funktsioonide tuletiste, samuti ka astmete ja faktoriaalide tähistamiseks:
Dαf(x) = ∂
α1+...+αnf(x1, . . . , xn)
∂xα11 · . . . · ∂xαnn
,
kui x ∈ Rn, siis xα = xα11 · . . . · xαnn ,










, xα = x32x3, α! = 0! · 3! · 1! = 6.
Multiindekseid on mugav kasutada summade kirjapanekuks:
∑
|α|≤k
on summa üle kõikide multiindeksite α, mille pikkus on väiksem kui k või
võrdne sellega;∑
|α|=k
on summa üle kõikide multiindeksite α, mille pikkus on võrdne arvuga k;
∑
α≤β
on summa üle kõikide multiindeksite α, mille koordinaadid ei ületa ettean-
tud multiindeksi β koordinaate, st αi ≤ βi (i = 1, . . . , n).




α = a00 + a10x1 + a01x2 + a20x21 + a11x1x2 + a02x22.
Näide 24.1.3. Multiindekseid kasutades võib lineaarse teist järku osatuletistega
võrrandi üldkuju n sõltumatu muutuja korral panna kirja järgmiselt:
∑
|α|≤2
aα(x)Dαu = f(x) (x ∈ Rn).
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24.1.2 Harjutusülesanded















αϕ(x), kui β = (1, 2, 0), aα = const.
Ülesanne 24.1.2. Tõestada võrdus
(kx)α = k|α|xα, kui x ∈ Rn, k = const.
Ülesanne 24.1.3. Olgu antud lõpmatult diferentseeruv funktsioon ψ(x), x ∈ Rn.
Defineerime funktsiooni ϕ(x) = ψ(kx), kus k = const. Tõestada, et
Dαϕ(x) = k|α|Dαψ(kx).
Ülesanne 24.1.4. Tõestada võrdus
Dαxβ = β!(β − α)!x
β−α, kui x ∈ Rn, α ≤ β.
Ülesanne 24.1.5. Edaspidi tuleb meil korduvalt arvutada kahe funktsiooni korru-
tise tuletisi. Olgu antud piisav arv kordi diferentseeruvad n muutuja funktsioonid












24.2.1 Funktsioonid ja integraalid
Edaspidi on meil aeg-ajalt vaja eristada funktsiooni ja funktsiooni väärtuse tähistusi.
Sellisel juhul me tähistame funktsioone (eeskirju) f, g, u, v, . . ., nende funktsioo-
nide väärtusi mingis punktis x aga f(x), g(x), u(x), v(x), . . .. Funktsiooni f(x, y)
korral tuleb peale funktsiooni ja tema väärtuse punktis (x, y) leida tähistus ka ees-
kirjale, mis fikseeritud x korral seab igale punktile y vastavusse arvu f(x, y). Sellist
funktsiooni tähistame f(x, ·). Samamoodi defineeritakse funktsioon f(·, y).
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Olgu antud piirkond Ω ⊂ Rn. Piirkonnas Ω pidevate funktsioonide hulga tä-
histame C(Ω). Selles piirkonnas m korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
hulga tähistame Cm(Ω) ja lõpmatult diferentseeruvate funktsioonide hulga C∞(Ω):
Cm(Ω) = {u : Dαu ∈ C(Ω), kui |α| ≤ m},
C∞(Ω) = {u : Dαu ∈ C(Ω) ∀α korral}.
Edaspidi esinevad integraalid on defineeritud reeglina kui Lebesgue’i integraalid.
Märkus 24.2.1. Riemanni integraali on mugav kasutada, kui integreeritav funkt-
sioon on integreerimispiirkonnas pidev. Samas aga pideva funktsiooni tuletis ei tar-
vitse enam olla pidev ega ka integreeruv. Ka Riemanni mõttes integreeruvate funkt-
sioonide jada piirväärtus ei tarvitse enam olla integreeruv funktsioon.
Integraali klassikalise definitsiooni sellised puudused tõidki integraali uue definit-
siooni, Lebesgue’i integraali juurde. Lebesgue’i integraal on üldisem, kui Rieman-
ni integraal. Riemanni mõttes integreeruv funktsioon on integreeruv ka Lebesgue’i
mõttes ning need integraalid on võrdsed. Kuid Lebesgue’i mõttes integreeruva funkt-
siooni puhul ei tarvitse tema Riemanni integraal eksisteerida.
Lebesgue’i integraali korral eeldatakse, et integreerimispiirkond ja integreeritav funkt-
sioon on mõõtuvad. Mittemõõtuvate hulkade ja funktsioonide struktuur on teatavas-
ti üsnagi irregulaarne. Seetõttu me võime eeldada, et kõik hulgad ja funktsioonid, mis
meil edaspidi esinevad, on mõõtuvad. Lisaks eeldame ka seda, et edaspidi esinevad in-
tegraalid eksisteerivad ka Riemanni mõttes, mistõttu mõõduteooria ning Lebesgue’i
integraalide mittetundmine ei tohiks takistada järgnevast materjalist arusaamist.
Olgu antud funktsioon f(x) = f(x1, . . . , xn). Tähistades ruumis Rn Lebesgue’i mõõ-
du elemendi (ruumala elemendi) dx (dx = dx1 . . . dxn), paneme n-kordse integraali









f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.
Samasugust integraalide lühendatud kirjutamise viisi kasutame ka siis, kui tuleb








kus dS on Lebesgue’i mõõdu element (pindala element) pinnal S.
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Piirkonnas Ω Lebesgue’i mõttes integreeruvate funktsioonide hulka tähis-
tame L1(Ω). Lebesgue’i mõttes integreeruvate funktsioonide oluline omadus on see,
et nad on samal ajal ka absoluutselt integreeruvad. Seetõttu me võime öelda, et










24.2.2 Siledad ja tükiti siledad pinnad
Olgu ruumis Rn antud (n − 1)-mõõtmeline pind Γ (ruumis R2 on selleks joon).
Eeldame, et pinna Γ igas punktis x on üheselt määratud normaal (seega ka puutu-
jatasand). Toome punkti x ümbruses sisse lokaalsed ristkoordinaadid nii, et yn-telg
on suunatud normaali sihis, ülejäänud teljed aga asuvad puutujatasandis (juht, kus
n = 2, on kujutatud joonisel 24.1 (a)). Kui pinna Γ saab iga oma punkti ümbrustes
esitada sellistes koordinaatides ühese funktsiooni
yn = ϕ(y1, . . . , yn−1)
abil ning see funktsioon on k korda pidevalt diferentseeruv, siis öeldakse, et pind Γ
















Joonis 24.1. (a) Lokaalsed ristkoordinaadid. (b) Silindri pind on tükiti sile.
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Märkus 24.2.2. Pinna kuulumine klassi C1 on igas punktis üheselt määratud nor-
maali (ja puutujatasandi) olemasolu eeldus.
Pinda, mis koosneb lõplikust arvust klassi C1 kuuluvatest pindadest, nimetatakse
tükiti siledaks (selline on joonisel 24.1 (b) kujutatud silindri pind).
24.2.3 Gaussi-Ostrogradski valem
Olgu Ω ⊂ Rn tõkestatud lahtine piirkond, Γ selle piirkonna tükiti sile raja, ν rajal
määrtud välisnormaal. Olgu piirkonnas Ω defineeritud funktsioonid Pk ∈ C1(Ω̄)
(k = 1, . . . , n), st funktsioonid Pk on pidevalt diferentseeruvad piirkonna Ω sulundis













P1 cos ν̂x1 + . . .+ Pn cos ν̂xn
)
dΓ, (24.2.1)
kus cos ν̂xk on välisnormaali ja xk-telje positiivse suuna vahelise nurga koosinus
(k = 1, . . . , n).






uv, kui k = j,
0, kui k 6= j,














uv cos ν̂xjdΓ. (24.2.2)
Kui n = 1 ja integreerimispiirkonnaks Ω on vahemik (a, b), näeb ositi integreerimise











24.2.5 Integreerimise järjekorra muutmine
Teoreem 24.2.1 (Fubini teoreem). Olgu ruumis Rn+m defineeritud funktsioon



































Märkus 24.2.3. Vastupidine väide ei kehti. Korduvad integraalid (24.2.3) võivad
eksisteerida ka selliste funktsioonide korral, mis ise ei ole integreeruvad (st ei kuulu
ruumi L1(Rn+m)). Küll aga kehtib järgmine väide.








siis f ∈ L1(Rn+m), eksisteerivad korduvad integraalid (24.2.3) ja kehtib võrdus
(24.2.4).
Märkus 24.2.4. Mõlemad teoreemid kehtivad ka siis, kui integreeritakse üle tõkes-
tatud piirkonna (näiteks ruumis Rn üle piirkonna Ωx ja ruumis Rm üle piirkonna
Ωy).
24.2.6 Lebesgue’i teoreem piirile üleminekust integraali mär-
gi all
Teoreem 24.2.3 (Lebesgue’i teoreem). Koondugu funktsioonide jada uk(x) (k =
1, 2, . . .) ruumis Rn peaaegu kõikjal funktsiooniks u(x). Kui leidub selline funktsioon
v ∈ L1(Rn), et ruumis Rn peaaegu kõikjal
|uk(x)| ≤ v(x) (k = 1, 2, . . .),








Märkus 24.2.5. Lebesgue’i teoreem kehtib ka siis, kui integreeritakse üle piirkonna
Ω ⊂ Rn. Selles veendumiseks piisab piirkonnas Ω defineeritud funktsioone jätkata
väljaspool seda piirkonda nulliga.
24.2.7 Parameetrist sõltuvad Lebesgue’i integraalid





f(x, y)dy (x ∈ Ω ⊆ Rm).
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Teoreem 24.2.4. Rahuldagu funktsioon f järgmisi tingimusi:
1) f(·, y) ∈ C(Ω) peaaegu iga y ∈ Rn korral;
2) eksisteerib funktsioon g ∈ L1(Rn), et
iga x ∈ Ω korral |f(x, y)| ≤ g(y) peaaegu kõikjal ruumis Rn.
Siis F ∈ C(Ω).
Tõestus. Olgu jada {xk} ⊂ Ω selline, et xk → x ∈ Ω. Siis
a) peaaegu iga y ∈ Rn korral f(xk, y)→ f(x, y);
b) peaaegu kõikjal ruumis Rn |f(xk, y)| ≤ g(y) (k = 1, 2, . . .).







f(x, y)dy = F (x) (k →∞).
Teoreem on tõestatud.





f(ξ, y)dy, ξ ∈ (a, b).
Teoreem 24.2.5 (diferentseerimisest integraali märgi all). Olgu funktsioon f(ξ, y)
selline, et
1) f(·, y), ∂f(·,y)
∂ξ
∈ C(a, b) peaaegu iga y ∈ Rn korral;
2) eksisteerivad funktsioonid g0, g1 ∈ L1(Rn), et iga ξ ∈ (a, b) korral




∣∣∣∣ ≤ g1(y) peaaegu kõikjal ruumis Rn.



































323 24. Tähistused ja vajalikud eelteadmised





































Märkus 24.2.6. Teoreemid 24.2.4 ja 24.2.5 kehtivad ka siis, kui integreeritakse
üle (tõkestatud) piirkonna Ω ⊂ Rn. Selles veendumiseks piisab funktsiooni f(x, y)
jätkamisest väljaspool piirkonda Ω nulliga, st nii, et kui y ∈ Rn \Ω, siis f(x, y) = 0
iga x korral.
24.2.8 Muutujate vahetus integraalis
(a) Lineaarne muutujate vahetus
Olgu ruumis Rn antud teisendus
y = Ax+ b,
kus x, y, b ∈ Rn, A on (n × n)-maatriks selline, et detA 6= 0. Olgu Ωx ⊆ Rn mingi
piirkond ja Ωy = {y = Ax + b : x ∈ Ωx} ⊂ Rn (ja seega Ωx = {x = A−1(y − b):








Edaspidi on meil mitmel korral vaja arvutada integraale funktsioonidest, mis sõl-
tuvad vaid argumendi normist |x| (st vektori x pikkusest). Sellisel juhul on mugav
minna üle polaarkoordinaatidele (kui n = 2) või sfäärilistele koordinaatidele (kui
n > 2).
Olgu antud funktsioon f(x1, x2) = g(|x|), |x| =
√
x21 + x21. Läheme üle polaarkoor-


































x2 PPi dS = ρdϕ
Joonis 24.2. Üleminek polaarkoordinaatidele.
Paneme tähele, et
∫ 2π
0 dϕ = 2π =
∫











Osutub, et tulemus on üldistatav n-kordsetele integraalidele (n ≥ 2).












S(0,1) dS on ühiksfääri pindala ruumis Rn.
24.3 Vektorruum. Vektorruumi kaasruum
24.3.1 Vektorruum
Hulka E nimetatakse vektorruumiks üle reaalarvude korpuse R, kui
a) igale elemendipaarile u, v ∈ E on vastavusse seatud element u+v ∈ E (summa)
nii, et
1◦ u+ v = v + u;
2◦ (u+ v) + w = u+ (v + w);
3◦ leidub nullelement 0 ∈ E, et u+ 0 = u;
4◦ iga u ∈ E korral leidub vastandelement (−u) ∈ E nii, et u+ (−u) = 0;
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b) igale arvule λ ∈ R ja elemendile u ∈ E on vastavusse seatud element λu ∈ E
(korrutis) nii, et
5◦ 1 · u = u;
6◦ λ(µu) = (λµ)u;
7◦ (λ+ µ)u = λu+ µu;
8◦ λ(u+ v) = λu+ λv.
Märkus 24.3.1. Samamoodi defineeritakse vektorruum üle kompleksarvude kor-
puse C.
Näide 24.3.1. Vektorruumideks on näiteks järgmised ruumid:
ruum Rn;
ruumid C(Ω̄), Cm(Ω̄), C∞(Ω̄), L1(Ω), L2(Ω), kus Ω ⊂ Rn on tõkestatud piirkond.
Vektorruumi E nimetatakse normeeritud ruumiks, kui igale elemendile u ∈ E
on vastavusse seatud arv ‖u‖ ∈ R (norm) nii, et
1◦ ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0;
2◦ ‖λu‖ = |λ|‖u‖;
3◦ ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.
Öeldakse, et jada {uk} koondub normi järgi elemendiks u, kui lim
k→∞
‖uk−u‖ = 0.
Näide 24.3.2. Näites 24.3.1 mainitud ruumidest on normeeritud ruumideks
Rn : ‖x‖ =
√
x21 + . . .+ x2n;
C(Ω̄) : ‖u‖ = max
x∈Ω̄
|u(x)|;








L1(Ω) : ‖u‖ =
∫
Ω |u(x)|dx;




On piirprotsessidega seotud matemaatilisi probleeme, mida ei õnnestu rahuldavalt
lahendada meetriliste (sh normeeritud) ruumide teooria raamides. Tihti on siis kasu-
tatav üldisem, topoloogiliste ruumide teooria. Topoloogiaga varustatud vektorruumi
nimetatakse topoloogiliseks vektorruumiks.
Näide 24.3.3. Üks võimalik viis, kuidas tuua sisse topoloogia, on defineerida ruumis
koondumine. Näites 24.3.1 mainitud ruumis C∞(Ω̄) saab koondumise defineerida
järgmiselt:




|Dαuk(x)−Dαu(x)| = 0 iga α korral.
Ruum C∞(Ω̄) on seega topoloogiline vektorruum.
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24.3.2 Funktsionaalid
Kui on antud eeskiri f , mis hulga E igale elemendile u seab vastavusse kindla arvu,
siis öeldakse, et hulgas E on defineeritud funktsionaal f . Funktsionaali f väärtust
elemendil u tähistame 〈f, u〉.
Vektorruumis E defineeritud funktsionaali nimetatakse lineaarseks, kui
1◦ 〈f, u+ v〉 = 〈f, u〉+ 〈f, v〉;
2◦ 〈f, λu〉 = λ〈f, u〉, kus λ ∈ R.
Olgu ruumis E defineeritud koondumine. Funktsionaali f nimetatakse pidevaks,
kui
3◦ uk → u =⇒ 〈f, uk〉 → 〈f, u〉 (k →∞).
Märkus 24.3.2. Lineaarse funktsionaali pidevuse tõestamiseks piisab näidata, et
funktsionaal on pidev punktis 0 (st nullelemendil).
Näide 24.3.4. Olgu Ω ⊂ Rn tõkestatud piirkond ning E = C(Ω̄) või Cm(Ω̄) või
C∞(Ω̄).

















2. Olgu Ω ⊂ Rn selline, et koordinaatide alguspunkt 0 ∈ Ω. Defineerime funktsio-
naali
〈δ, u〉 = u(0).
Funktsionaali lineaarsus on ilmne. Funktsionaali pidevus järeldub võrratusest




Olgu f ja g pidevad lineaarsed funktsionaalid ruumis E. Defineerime tehted
f + g : 〈f + g, u〉 = 〈f, u〉+ 〈g, u〉,
λf : 〈λf, u〉 = λ〈f, u〉 (λ ∈ R).
327 24. Tähistused ja vajalikud eelteadmised
Funktsionaalid f + g ja λf on samuti pidevad lineaarsed funktsionaalid ruumis E
ning rahuldatud on ka vektorruumi aksioomid 1◦ – 8◦. Seega ruumis E defineeritud
pidevad lineaarsed funktsionaalid moodustavad vektorruumi. Seda vektorruumi ni-
metatakse ruumi E kaasruumiks ja tähistatakse tavaliselt E∗.
Kui E on normeeritud ruum, siis saab defineerida normi ka ruumis E∗ (detailsemalt
me sellel siin ei peatu). Kui funktsionaalide jada koondub normi järgi, räägitakse
funktsionaalide tugevast koondumisest.
Koondumise ruumis E∗ võib defineerida ka teisiti: funktsionaalide jada fk koondub
funktsionaaliks f , kui
lim
k→∞
〈fk, u〉 = 〈f, u〉 iga u ∈ E korral.




25.1.1 Distributsiooni mõiste tekkimisest
Distributsiooni mõiste tõi sisse Paul Dirac, kes võttis kvantmehaanikas kasutusele nn
Diraci δ-funktsiooni. Distributsioonide matemaatilise teooria arendasid välja Sergei
Sobolev ja Laurent Schwartz.
Põhjust, miks võeti kasutusele distributsioonid, saab selgitada lihtsa näite abil.
(a) Masside jaotust ruumis kirjeldab tihedus, mida võib vaadelda funktsioonina, mis
igale punktile x ∈ R3 seab vastavusse aine tiheduse selles punktis, s.o arvu f(x) ≥ 0.





See mudel aga ei tööta punktmasside korral. See saab selgeks, kui püüame leida
punktmassi tekitatud tiheduse näiteks juhul, kus ühikmass asub koordinaatide al-
guspunktis 0. Kui ümbritseme koordinaatide alguspunkti keraga U(0, ε), võime ar-






4πε3 , kui |x| < ε,
0, kui |x| > ε. (25.1.2)




















+∞, kui x = 0,
0, kui x 6= 0.
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Kui me püüame nüüd piirkonnas Ω sisalduva massi määrata valemi (25.1.1) abil










1, kui 0 ∈ Ω,
0, kui 0 /∈ Ω.
Kirjeldatu peegeldab tõsiasja, et aine tihedust ei ole võimalik määrata ühes punktis.
Eksperimentaalselt saab määrata vaid “keskmise” tiheduse punkti mingis (vajadusel
väga väikses) ümbruses. Selleks tuleb mõõta keha vastava osa mass, ruumala ja
jagada mass ruumalaga. Seega tihedust tuleks tõlgendada pigem eeskirjana, mis
igale piirkonnale Ω ⊂ R3 seab vastavusse selles piirkonnas sisalduva aine massi
m(Ω), st tihedus on pigem funktsionaal kui funktsioon.
(b) Kirjeldagu tihedust ruumis funktsioon f ∈ C(R3). Olgu Ω tõkestatud hulk













1, kui x ∈ Ω,
0, kui x /∈ Ω,
on hulga Ω karakteristlik funktsioon.
Valime hulgaks E kõikvõimalike tõkestatud hulkade Ω ⊂ R3 karakteristlike funkt-










1, kui 0 ∈ Ω,




Seega sellist masside jaotust ruumis kirjeldab järgmine hulgas E defineeritud funkt-
sionaal:
〈δ, αΩ〉 = αΩ(0).
See funktsionaal ongi Diraci δ-funktsioon.
Märkus 25.1.1. Hulga E valik ei olnud sel juhul siiski kõige parem, sest hulk E ei
ole vektorruum.
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25.1.2 Põhifunktsioonide ruum D
Olgu ϕ(x) ruumis Rn defineeritud pidev funktsioon.
Punktihulga {x ∈ Rn : ϕ(x) 6= 0} sulundit nimetatakse funktsiooni ϕ kandjaks ja
tähistatakse supp ϕ. Seega
supp ϕ = {x ∈ Rn : ϕ(x) 6= 0}.
Funktsiooni ϕ nimetatakse finiitseks, kui tema kandja on tõkestatud hulk.
Põhifunktsioonide ruumi D = D(Rn) elementideks on ruumis Rn määratud
lõpmatult diferentseeruvad finiitsed funktsioonid, st
D = D(Rn) = {ϕ ∈ C∞(Rn) : ϕ on finiitne}.
Põhifunktsioonide ruum D on vektorruum. Tõepoolest,
u, v ∈ C∞(Rn) =⇒ u+ v ∈ C∞(Rn), supp (u+ v) ⊆ supp u ∪ supp v;
u ∈ C∞(Rn), λ ∈ R =⇒ λu ∈ C∞(Rn), supp (λu) ⊆ supp u.
Ruumi D kuuluvad funktsioonid ei saa olla analüütilised (välja arvatud nullfunkt-
sioon). Tõepoolest, ruumi D kuuluvad funktsioonid on teatavasti finiitsed. Järelikult
iga funktsioon ϕ ∈ D võrdub nulliga piirkonnas väljaspool mingit kera U(0, r). Kui
funktsioon ϕ oleks ka analüütiline, siis analüütilise funktsiooni ühesuse teoreemi
põhjal ϕ(x) ≡ 0. Seetõttu küsimus, kas ruumis D leidub nullfunktsioonist erinevaid
funktsioone, on täiesti õigustatud.
Vastus sellele küsimusele on jaatav.








ε2 − |x|2 , kui |x| < ε,
0, kui |x| ≥ ε.
Ülesanne 25.1.1. Näidata, et funktsioon ωε ∈ D(Rn).
Ruumi D funktsioonidele annavad lisa teoreem 25.1.1 ning näited 25.1.2 ja 25.1.3.
Teoreem 25.1.1. Iga tõkestatud piirkonna Ω ⊂ Rn ja iga ε > 0 korral leidub
funktsioon η ∈ D(Rn), millel on järgmised omadused:
0 ≤ η(x) ≤ 1;
η(x) = 1, kui x ∈ Ω;
η(x) = 0, kui punkti x kaugus piirkonnani Ω on suurem kui ε.






















Joonis 25.1. Põhifunktsioonide graafikute näited.
Sellise funktsiooni η graafiku näide, kus n = 1, on joonisel 25.1 (b). Teoreemi tões-
tusel me ei peatu.
Märkus 25.1.2. Teoreem 25.1.1 ütleb, et tõkestatud piirkonna karakteristlik funkt-
sioon on kuitahes hästi lähendatav põhifunktsiooniga.
Näide 25.1.2. Kui ϕ ∈ D, siis ka tuletised Dαϕ ∈ D.
Tõepoolest, kaDαϕ on lõpmatult diferentseeruv funktsioon ning supp Dαϕ ⊆ supp ϕ
ja on seega tõkestatud.
Näide 25.1.3. Olgu antud funktsioonid a ∈ C∞(Rn) ja ϕ ∈ D(Rn). Siis aϕ ∈
D(Rn), sest supp aϕ ⊆ supp ϕ ning aϕ on lõpmatult diferentseeruv funktsioon.
Öeldakse, et jada {ϕk} koondub ruumis D funktsiooniks ϕ, kui





|Dαϕk(x)−Dαϕ(x)| = 0 iga α korral.
Ruum D on seega topoloogiline vektorruum.
Teoreem 25.1.2. Olgu β = (β1, . . . , βn) suvaline multiindeks. Diferentseerimise
operaator Dβ on ruumis D(Rn) pidev.
Tõestus. Koondugu jada ϕk → ϕ. Näitame, et Dβϕk → Dβϕ ruumis D.
Tõepoolest, koondumise tingimus 1◦ on täidetud, sest
supp Dβϕk ⊆ supp ϕk ⊂ U (k = 1, 2, . . .).










|Dα+βϕk(x) −Dα+βϕ(x)| = 0 iga α korral.
Teoreem on tõestatud.
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Teoreem 25.1.3. Funktsiooniga a ∈ C∞(Rn) korrutamise operaator on ruumis
D(Rn) pidev, st
ϕk → ϕ =⇒ aϕk → aϕ.
Ülesanne 25.1.2. Tõestada teoreem 25.1.3.
Näpunäide: kasutada ülesande 24.1.5 tulemust.
Olgu Ω ⊂ Rn mingi lahtine piirkond (võib olla tõkestamata). Sümboliga D(Ω) tä-
histame ruumi D alamruumi
D(Ω) = {ϕ ∈ D(Rn) : supp ϕ ⊂ Ω}.
Järeldus 25.1.1. Olgu Γ piirkonna Ω raja. Kui ϕ ∈ D(Ω), siis
iga α korral Dαϕ(x) = 0, kui x ∈ Γ.
Tõepoolest, piirkond Ω on lahtine, supp ϕ kinnine hulk. Tingimusest supp ϕ ⊂ Ω
järeldub, et ϕ(x) ≡ 0 raja Γ mingis ümbruses.
Märkus 25.1.3. Ruum D(Ω) on ruumi L2(Ω) alamruum. Seejuures osutub, et D(Ω)
on ruumis L2(Ω) kõikjal tihe. Tõestusel me ei peatu.
25.1.3 Distributsioonide ruum D′
Distributsioonideks ehk üldistatud funktsioonideks nimetatakse pidevaid li-
neaarseid funktsionaale põhifunktsioonide ruumis D.
Seega distributsioonid on ruumi D kaasruumi elemendid. Distributsioonide ruumi
tähistame
D′ = D′(Rn).
Koondumise distributsioonide ruumis defineerime nõrga koondumisena, st distribut-
sioonide jada fk koondub ruumis D′ distributsiooniks f , kui
lim
k→∞
〈fk, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 iga ϕ ∈ D(Rn) korral.
Samamoodi defineeritakse ruum D′(Ω) ja koondumine selles ruumis.
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25.1.4 Regulaarsed ja singulaarsed distributsioonid
Funktsiooni f(x) (x ∈ Rn) nimetatakse lokaalselt integreeruvaks funktsioo-
niks, kui ∫Ω f(x)dx eksisteerib iga tõkestatud piirkonna Ω ⊂ Rn korral. Lokaalselt
integreeruvate funktsioonide ruumi tähistame L1loc(Rn).
Näide 25.1.4. Lokaalselt integreeruva funktsiooni näiteks on suvaline pidev funkt-
sioon. Sellise funktsiooni näiteks, mis ei ole lokaalselt integreeruv, on funktsioon
f(x) = 1
x
(−∞ < x <∞).
Märkus 25.1.4. Lebesgue’i integraalide puhul kehtib järgmine väide. Kui funkt-
sioon f(x) on integreeruv hulgal Ω ⊂ Rn (st f ∈ L1(Ω)) ja funktsioon ϕ(x) on
tõkestatud sellel hulgal, siis nende funktsioonide korrutis f(x)ϕ(x) on integreeruv
hulgal Ω. Siit järeldub:
kui f ∈ L1loc(Rn), ϕ ∈ C(Rn), siis fϕ ∈ L1loc(Rn).














on defineeritud iga ϕ ∈ D(Rn) korral (märkus 25.1.4). Selle funktsionaali lineaarsus
on ilmne. Funktsionaali pidevus järeldub koondumise definitsioonist ruumis D ja
võrratusest














Lokaalselt integreeruvate funktsioonidega määratud distributsioone nimetatakse re-
gulaarseteks distributsioonideks.
Märkus 25.1.5. Olgu antud funktsioonid f, g ∈ L1loc(Rn), mis võrduvad ruumis Rn
peaaegu kõikjal, st nende väärtused erinevad hulgal, mille mõõt on null. Siis
〈f, ϕ〉 − 〈g, ϕ〉 =
∫
Rn
[f(x)− g(x)]ϕ(x)dx = 0 iga ϕ ∈ D korral.
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Seega sellised funktsioonid f ja g määravad ühe ja sama distributsiooni.
Kehtib ka vastupidine väide: kui f, g ∈ L1loc(Rn) ning
〈f, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉 iga ϕ ∈ D korral,
siis funktsioonid f ja g võrduvad ruumis Rn peaaegu kõikjal. Tõestusel me ei peatu.
Distributsioone, mis ei ole regulaarsed, nimetatakse singulaarseteks.
Diraci δ-funktsioon on defineeritud järgmiselt:
〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).
Lemma 25.1.2. Diraci δ-funktsioon on singulaarne distributsioon.
Tõestus.
(a) Funktsionaal
〈δ, ϕ〉 = ϕ(0)
on defineeritud iga ϕ ∈ D korral. Selle funktsionaali lineaarsus on ilmne.
Funktsionaali pidevus järeldub võrratusest
|〈δ, ϕ〉| = |ϕ(0)| ≤ max
x∈Rn
|ϕ(x)|.
Seega δ ∈ D′.
(b) Oletame, et δ on regulaarne distributsioon, st leidub funktsioon δ ∈ L1loc(Rn),
et
iga ϕ ∈ D korral 〈δ, ϕ〉 =
∫
Rn




Et funktsioon x1ϕ(x) on põhifunktsioon (näide 25.1.3), siis
iga ϕ ∈ D(Rn) korral
∫
Rn




Teiselt poolt aga δ(x)x1 on lokaalselt integreeruv funktsioon (märkus 25.1.4).
Seega, arvestades märkust 25.1.5, oleme saanud, et δ(x)x1 peab peaaegu kõikjal
ruumis Rn võrduma nullfunktsiooniga. Siit omakorda järeldub, et ka δ(x) = 0 pea-
aegu kõikjal ruumis Rn ning toetudes veel kord märkusele 25.1.5, me saame, et




mis on vastuolus võrdusega (25.1.3).
Lemma on tõestatud.
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25.1.5 Distributsiooni kandja
Öeldakse, et distributsioon f on piirkonnas Ω ⊂ Rn võrdne nulliga, kui
〈f, ϕ〉 = 0 iga ϕ ∈ D(Ω) korral.
Näide 25.1.5. Kui f on regulaarne distributsioon, st f ∈ L1loc(Rn), siis märkusele
25.1.5 toetudes võime väita, et distributsioon f võrdub nulliga piirkonnas Ω parajasti
siis, kui funktsioon f võrdub nulliga piirkonnas Ω peaaegu kõikjal.
Ülesanne 25.1.3. Näidata, et Diraci δ-funktsioon võrdub nulliga igas piirkonnas,
mis ei sisalda koordinaatide alguspunkti 0.
Öeldakse, et distributsioonid f ja g on piirkonnas Ω ⊂ Rn võrdsed, kui f−g = 0
selles piirkonnas.
Olgu Ω ⊂ Rn lahtine piirkond. Kui distributsioon f on piirkonnas Ω võrdne nulliga,
siis on ta võrdne nulliga ka piirkonna Ω iga punkti x ümbruses. Kuid kehtib ka
vastupidine väide.
Lemma 25.1.3. Kui distributsioon f on võrdne nulliga piirkonna Ω iga punkti x
ümbruses, siis on ta võrdne nulliga ka piirkonnas Ω.
Tõestus. Olgu ϕ ∈ D(Ω), st supp ϕ ⊂ Ω. Et supp ϕ on kinnine hulk, siis igal
punktil x ∈ supp ϕ leidub ümbrus U(x, rx) ⊂ Ω, kus f võrdub nulliga, st






on hulgale supp ϕ lõpmatuks katteks. Kuna
supp ϕ on tõkestatud ja seega kompaktne hulk, saab nimetatud lõpmatust kattest





Et punktide xk ümbrused U(xk, rk) on lahtised hulgad ning neid on lõplik arv, võime






















Joonis 25.2. Lõplik kate hulgale supp ϕ (m = 2).
Teoreemi 25.1.1 põhjal leiduvad sellised funktsioonid hk(x) ∈ D(Rn), et
supp hk ⊂ U(xk, rk) ning hk(x) = 1, kui x ∈ U(xk, r′k).
Moodustame funktsiooni h(x) =
m∑
k=1
hk(x). Ka funktsioon h ∈ D(Rn), kusjuures




h(x) (k = 1, . . . ,m).
Paneme tähele, et
















〈f, ϕk〉 = 0.
Lemma on tõestatud.
Olgu antud distributsioon f ∈ D′. Vaatleme lahtiseid hulki Ω ⊂ Rn, kus f(x) = 0.
Kõikide selliste hulkade ühendit Of nimetatakse distributsiooni f nullhulgaks.
Hulk Of on maksimaalne lahtine hulk, kus f(x) = 0.
Distributsiooni f kandjaks nimetatakse hulka
supp f = Rn \ Of .
Distributsiooni nimetatakse finiitseks, kui tema kandja on tõkestatud.
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Näide 25.1.6.
1. Kui funktsioon f(x) on pidev, siis tema kui distributsiooni kandja langeb
kokku punktis 25.1.2 defineeritud funktsiooni kandjaga
supp f = Rn \ Of = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.
2. Diraci δ-funktsiooni kandjaks on koordinaatide alguspunkt, st supp δ = 0
(ülesanne 25.1.3). Seega δ-funktsioon on finiitne distributsioon.
25.1.6 Näited koondumisest distributsioonide ruumis





k, kui |x| ≤ 1
k
,
0, kui |x| > 1
k


























ε2 − |x|2 , kui |x| ≤ ε,
0, kui |x| > ε,
kus konstant cε on määratud tingimusega, et
∫
Rn
ωε(x)dx = 1 (25.1.4)
(graafikud on joonisel 25.3 (b)). Näitame, et lim
ε→0
ωε(x) = δ(x).
Tõepoolest, tingimuse (25.1.4) tõttu




















|ϕ(x) − ϕ(0)| → 0, kui ε → 0.
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k, kui k − 1 ≤ x ≤ k,
0, kui x < k − 1 või x > k





































Joonis 25.3. Koondumine distributsioonide ruumis. Graafikute näited.
25.1.7 Harjutusülesanded
Näide 25.1.10. Olgu antud funktsioon ψ ∈ D(Rn), ψ(x) 6= 0. Kas funktsioon
ϕ(x) = ψ(x+ a) (a ∈ Rn)
on samuti põhifunktsioon?
Lahendus. Kui funktsioon ψ on lõpmatult diferentseeruv, siis on ka funktsioon
ϕ(x1, . . . , xn) = ψ(x1 + a1, . . . , xn + an)
lõpmatult diferentseeruv, kusjuures Dαϕ(x) = Dαψ(x+ a).
Et funktsioon ψ on finiitne, siis tema kandja kuulub mingisse kerasse U(0, r) ⊂ Rn.
Seega, kui |x| > r, siis ψ(x) = 0.
Valime suvalise punkti x, et |x| > r + |a|. Siis |x + a| ≥ |x| − |a| > r ning ϕ(x) =
ψ(x+ a) = 0. Seega supp ϕ ⊂ U(0, r + |a|) ning ϕ on finiitne funktsioon, st ϕ ∈ D.
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Näide 25.1.11. Olgu antud funktsioon ψ ∈ D(Rn), ψ(x) 6= 0. Kas 2n-muutuja
funktsioon
ϕ(x, y) = ψ(x+ y) (x, y ∈ Rn)
kuulub ruumi D(R2n)?
Lahendus. Funktsioon ϕ(x, y) = ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) on ilmselt lõpmatult
diferentseeruv funktsioon. Kuid on põhjust oletada, et tema kandja ei ole tõkestatud
(teha joonis, kui n = 1).
Tõepoolest, valime sellise punkti ξ ∈ supp ψ, et ψ(ξ) 6= 0. Olgu {xk} ⊂ Rn suvaline
jada, et |xk| → ∞. Siis ϕ(xk, ξ − xk) = ψ(ξ) 6= 0 ning järelikult ruumi R2n punktid
(xk, ξ − xk) kuuluvad funktsiooni ϕ kandjasse iga k korral. Samas aga
|(xk, ξ − xk)| =
√
|xk|2 + |ξ − xk|2 ≥ |xk| → ∞,
st supp ϕ ⊂ R2n ei ole tõkestatud ning ϕ ei kuulu ruumi D(R2n).










(k = 1, 2, . . .),
kus a = (1, . . . , 1) ∈ Rn, koondub ruumis D(Rn)?
Lahendus. Funktsioon ψ on finiitne, mistõttu ψ(x) = 0, kui |x| ≥ r > 0. Valime




∣∣∣ ≥ |x| − 1
k
√
n ≥ r ning ϕk(x) = 0 iga k
korral. Seega supp ϕk ⊂ U(0, r +
√





















|Dαψ(y)| → 0 (k →∞),
siis on piirväärtuse ϕ(x) = 0 korral täidetud ka tingimus 2◦. Seega jada {ϕk} koon-








ψ(x+ ka) (k = 1, 2, . . .)
koondub ruumis D(Rn)? Funktsioon ψ ∈ D(Rn) ja vektor a ∈ Rn on samad, mis
näites 25.1.12.
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Lahendus. Valime y ∈ Rn nii, et ψ(y) 6= 0. Siis iga punkt xk = y−ka (k = 1, 2, . . .)
kuulub funktsiooni ϕk kandjasse, sest ϕk(xk) = 1kψ(y) 6= 0. Samas aga
|xk| ≥ k√n− |y| → ∞, kui k →∞,
ning koondumise tingimus 1◦ ei ole täidetud. Jada ϕk ei koondu ruumis D(Rn).
Ülesanne 25.1.4. Olgu antud funktsioon ψ ∈ D(Rn). Kontrollida, millised järg-
mistest funktsioonidest on samuti põhifunktsioonid.
1. ϕ(x) = ψ(kx), kus k = const.
2. ϕ(x, y) = a(x)ψ(x+ y), kus a ∈ D(Rn), x, y ∈ Rn.
3. ϕ(x, y) = χ(x, y)ψ(x+ y), kus χ ∈ D(R2n), x, y ∈ Rn.
Ülesanne 25.1.5. Olgu antud funktsioon ψ ∈ D(R1). Kontrollida ja põhjendada,
millised jadad ϕk (k = 1, 2, . . .) koonduvad ja millised ei koondu ruumis D(R1).
1. ϕk(x) = 1kψ(x).
2. ϕk(x) = 1kψ(kx).









määrab finiitse distributsiooni δS(0,r) ∈ D′(Rn).





k sin x, kui |x| ≤ 1
k
,







k cosx, kui |x| ≤ 1
k
,







kex, kui |x| ≤ 1
k
,







k, kui |x| ≤ 1
k2 ,






k, kui |x− k| ≤ 1,
0, kui |x− k| > 1.
Ülesanne 25.1.8. Näidata, et valemiga (25.1.2) defineeritud distributsiooni fε ∈
D′(R3) piirväärtuseks ε→ 0 korral on Diraci δ-funktsioon.




Olgu f ∈ Cm(Rn), m ≥ 1. Valime suvalise ϕ ∈ D(Rn). Et supp ϕ kuulub mingisse











































Valime α = (α1, . . . , αn), |α| ≤ m. Rakendades ülaltoodut vajalik arv kordi, saame
〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dαϕ〉.
See seos võetakse aluseks distributsiooni tuletise defineerimisel.
Olgu f ∈ D′(Rn), α = (α1, . . . , αn). Defineerime distributsiooni Dαf võrdusega
〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dαϕ〉, ϕ ∈ D(Rn).
Distributsiooni Dαf nimetatakse distributsiooni f (üldistatud) tuletiseks.
Definitsioon on korrektne, st tegemist on pideva lineaarse funktsionaaliga.
Tõepoolest,
〈Dαf, ϕ+ ψ〉 = (−1)|α|〈f,Dα(ϕ+ ψ)〉
= (−1)|α|〈f,Dαϕ〉 + (−1)|α|〈f,Dαψ〉 = 〈Dαf, ϕ〉 + 〈Dαf, ψ〉;
〈Dαf, λϕ〉 = (−1)|α|〈f, λDαϕ〉 = λ(−1)|α|〈f,Dαϕ〉 = λ〈Dαf, ϕ〉.
Kui ϕk → ϕ (k →∞), siis teoreemi 25.1.2 põhjal
〈Dαf, ϕk − ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dα(ϕk − ϕ)〉 → 0.
Märkus 25.2.1. Üldistatud tuletise definitsioonist järeldub, et distributsioonid on
kuitahes palju arv kordi diferentseeruvad.
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Ülesanne 25.2.1. Tõestada, et diferentseerimisoperaator Dα on ruumis D′ pidev:
fk → f ruumis D′ =⇒ Dαfk → Dαf ruumis D′.
Näide 25.2.1. Vaatame, kuidas näevad välja erineva siledusega funktsioonide ül-
distatud tuletised.
1. f ∈ Cm(Rn). Kui |α| ≤ m, siis, nagu eespool näidatud, üldistatud tuletis Dαf
langeb kokku klassikalise tuletisega.










Joonis 25.4. (a) Funktsiooni f(x) = |x| graafik. (b) Heaviside’i funktsiooni graafik.





−1, kui x < 0,
+1, kui x > 0,
pole olemas, kui x = 0.








































g(x)ϕ(x)dx = 〈g(x), ϕ(x)〉,







−1, kui x < 0,
+1, kui x > 0,
suvaline arv, kui x = 0.
Funktsiooniks g(x) sobib näiteks signumfunktsioon, seega võime kirjutada
|x|′ = sgn(x).





0, kui x < 0,
1, kui x ≥ 0
(graafik on joonisel 25.4 (b)).





0, kui x < 0,
0, kui x > 0,
pole olemas, kui x = 0.
Valime suvalise ϕ ∈ D(R1). Arvutame funktsiooni üldistatud tuletise











Et funktsioon ϕ on finiitne, siis
〈Θ′, ϕ〉 = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉,
seega
Θ′(x) = δ(x).
4. Olgu n = 1. Valime suvalise ϕ ∈ D(R1) ja arvutame δ-funktsiooni m-ndat
järku tuletise:
〈δ(m), ϕ〉 = (−1)m〈δ, ϕ(m)〉 = (−1)mϕ(m)(0).
Seega δ-funktsiooni m-ndat järku tuletis on distributsioon, mis seab igale põhifunkt-
sioonile ϕ vastavusse arvu (−1)mϕ(m)(0).
345 25. Distributsioonid
25.2.2 Lineaarne muutujate vahetus distributsioonides
Olgu f ∈ L1loc(Rn) ja olgu ruumis Rn antud teisendus
y = Ax+ b,
kus x, y, b ∈ Rn, A on regulaarne (n × n)-maatriks, st detA 6= 0. Ka funktsioon
f(Ax+b) on lokaalselt integreeruv funktsioon ja me võime defineerida distributsiooni




Tehes integraalis muutuja vahetuse x = A−1(y − b) (punkt 24.2.8), saame





See võrdus võetakse aluseks lineaarse muutujate vahetuse defineerimisel distribut-
sioonide jaoks.
Olgu antud distributsioon f ∈ D′(Rn), regulaarne (n×n)-maatriks A ja konstantne
vektor b ∈ Rn. Distributsioon f(Ax+ b) defineeritakse võrdusega





, ϕ ∈ D(Rn). (25.2.1)
Kui A = I (I on ühikmaatriks), siis saame distributsiooni f nihke vektori −b võrra:
〈f(x+ b), ϕ(x)〉 = 〈f(y), ϕ(y − b)〉.
Kui A = −I ja b = 0, siis saame distributsiooni f peegelduse:
〈f(−x), ϕ(x)〉 = 〈f(y), ϕ(−y)〉.
Ülesanne 25.2.2. Tõestada, et distributsiooni f(Ax+ b) definitsioon on korrektne,
st võrdusega (25.2.1) on ruumis D(Rn) defineeritud pidev lineaarne funktsionaal.
Näide 25.2.2. Olgu antud vektor a ∈ Rn. Teeme δ-funktsioonis muutuja vahetuse
y = x− a:
〈δ(x− a), ϕ(x)〉 = 〈δ(y), ϕ(y + a)〉 = ϕ(a).
25.2.3 Distributsiooni korrutamine funktsiooniga
Olgu antud funktsioon a ∈ C∞(Rn) ja distributsioon f ∈ D′(Rn). Funktsiooni a
ja distributsiooni f korrutiseks nimetatakse distributsiooni af ∈ D′(Rn), mis on
defineeritud võrdusega
〈af, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉, ϕ ∈ D(Rn).
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Näide 25.2.3. Näitame, et
a(x)δ(x) = a(0)δ(x).
Tõepoolest,
〈aδ, ϕ〉 = 〈δ, aϕ〉 = a(0)ϕ(0) = a(0)〈δ, ϕ〉 = 〈a(0)δ, ϕ〉.
25.2.4 Distributsioonide tensorkorrutis
Kui f(x) on ruumis Rn lokaalselt integreeruv funktsioon ja g(y) on ruumis Rm lokaal-
selt integreeruv funktsioon, siis nende korrutis f(x)g(y) on ruumis Rn+m lokaalselt
integreeruv funktsioon ning defineerib seega distributsiooni
〈f(x)g(y), ϕ(x, y)〉 =
∫
Rn+m
f(x)g(y)ϕ(x, y)dxdy, ϕ ∈ D(Rn+m). (25.2.2)





















Osutub, et ψ ∈ D(Rn).
Tõestus.
(a) Funktsioon ψ on finiitne.
Tõepoolest, funktsioon ϕ on finiitne ja seetõttu võrdub nulliga väljaspool piisavalt
suure raadiusega kera, st
ϕ(x, y) = 0, kui |x|2 + |y|2 > r2. (25.2.4)
Järelikult, kui |x| > r, siis ϕ(x, y) = 0 iga y ∈ Rm korral ning ψ(x) = 0.
(b) Funktsioon ψ on lõpmatult diferentseeruv.







Märgime, et alumine indeks diferentseerimisoperaatori tähises Dαx tähendab, et di-
ferentseeritakse muutujate x järgi.
Teoreemi 24.2.5 põhjal on diferentseerimine integraali märgi all lubatud siis, kui iga
tuletise Dαxϕ jaoks leidub ruumis Rm integreeruv funktsioon Φα(y) selline, et iga




∣∣∣ ≤ Φα(y) peaaegu kõikjal ruumis Rm.




et kui |y| > r, siis tingimuse (25.2.4) tõttu Dαxϕ(x, y) = 0 iga x ∈ Rn korral.





Mα|g(y)|, kui |y| ≤ r,
0, kui |y| > r.
Funktsioon Φα on integreeruv ja teoreemi 24.2.5 eeldused on seega täidetud iga α
korral.
Seega ψ ∈ D(Rn) ning me võime vasakpoolse võrduse valemis (25.2.3) kirjutada
ümber järgmiselt:
〈f(x)g(y), ϕ(x, y)〉 = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉. (25.2.5)
Valem (25.2.5) võetakse aluseks distributsioonide tensorkorrutise defineerimisel.
Distributsioonide f ∈ D′(Rn) ja g ∈ D′(Rm) tensorkorrutiseks nimetatakse dist-
ributsiooni f(x) · g(y) ∈ D′(Rn+m), mis on defineeritud võrdusega
〈f(x) · g(y), ϕ(x, y)〉 = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉, ϕ ∈ D(Rn+m).
Definitsioon on korrektne, st f(x) ·g(y) on ruumis D(Rn+m) määratud pidev lineaar-
ne funktsionaal. Seejuures funktsioon ψ(x) = 〈g(y), ϕ(x, y)〉 ∈ D(Rn) ning kehtib
võrdus
Dαψ(x) = 〈g(y), Dαxϕ(x, y)〉.
Tõestusel me ei peatu.
Näide 25.2.4. Arvutame tensorkorrutise δ(x) · δ(y) ruumis D′(Rn+m):
〈δ(x) · δ(y), ϕ(x, y)〉 = 〈δ(x), 〈δ(y), ϕ(x, y)〉〉
= 〈δ(x), ϕ(x, 0)〉 = ϕ(0, 0) = 〈δ(x, y), ϕ(x, y)〉.
Seega δ(x) · δ(y) = δ(x, y).
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Esitame distributsioonide tensorkorrutise olulisemad omadused.
1◦ Tensorkorrutis on kommutatiivne: f(x) · g(y) = g(y) · f(x) mistahes f ∈ D′(Rn)
ja g ∈ D′(Rm) korral, st 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉 = 〈g(y), 〈f(x), ϕ(x, y)〉〉.
Tõestusel me ei peatu.
2◦ Tensorkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes eraldi:
kui fk(x)→ f(x) ruumis D′(Rn), siis fk(x) ·g(y)→ f(x) ·g(y) ruumis D′(Rn+m);
kui gk(y)→ g(y) ruumis D′(Rm), siis f(x) ·gk(y)→ f(x) ·g(y) ruumis D′(Rn+m).










= a(x)f(x) · g(y) (a ∈ C∞(Rn)).
5◦ Tensorkorrutis on assotsiatiivne: f(x) · [g(y) · h(z)] = [f(x) · g(y)] · h(z) mistahes
f ∈ D′(Rn), g ∈ D′(Rm) ja h ∈ D′(Rk) korral.
Ülesanne 25.2.3. Tõestada distributsioonide tensorkorrutise omadused 3◦, 4◦ ja
5◦.
25.2.5 Funktsioonide konvolutsioon
Olgu f, g ∈ L1loc(Rn) sellised funktsioonid, et peaaegu iga x ∈ Rn korral eksisteerib
integraal




Funktsiooni f ∗g nimetatakse funktsioonide f ja g konvolutsiooniks (vaata ka III
osa, paragrahv 13.2).
Muutujate vahetusega x− y = z (st y = x− z, punkt 24.2.8) saame






g(x− z)f(z)dz = (g ∗ f)(x),
järelikult funktsioonide konvolutsioon on kommutatiivne.






lokaalne integreeruvus (teoreem 24.2.2).
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Järgnevas eeldame, et see tingimus on täidetud. Sel juhul võib konvolutsiooni vaa-
delda regulaarse distributsioonina: kui ϕ ∈ D(Rn), siis
〈f ∗ g, ϕ〉 =
∫
Rn







Tehes viimases integraalis muutuja vahetuse ξ = x+ y, saame






Integraal võrduses (25.2.7) meenutab funktsioonide f(x) ja g(y) korrutise f(x)g(y)
rakendamist distributsioonina funktsioonile ϕ(x + y) (valem (25.2.2)). Kuid funkt-
sioon ϕ(x+y) ei kuulu ruumiD(R2n), sest ta kandja ei ole tõkestatud (näide 25.1.11).
Olgu antud jada ek(x) ∈ D(Rn) (k = 1, 2, . . .). Ütleme, et ek → 1 ruumis Rn, kui
1) ek(x) = 1 keras |x| ≤ k;
2) jada ek(x) ja selle kõikvõimalikest tuletistest moodustatud jadad on ühtlaselt
tõkestatud:
∣∣∣Dαek(x)
∣∣∣ ≤ cα = const iga x ∈ Rn korral (k = 1, 2, . . .). (25.2.8)






−3 −2 −1 0 1 2 3
x
Joonis 25.5. Funktsioonide ek graafikud.




) (k = 1, 2, . . .), kus
e ∈ D(Rn) ja e(x) = 1 keras |x| ≤ 1.












f(x)g(y)ek(x, y)ϕ(x + y)dxdy, (25.2.9)
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kus ek(x, y) ∈ D(R2n) on suvaline jada ek → 1 ruumis R2n.
Kõigepealt märgime, et f(x)g(y)ek(x, y)ϕ(x+y)→ f(x)g(y)ϕ(x+y) peaaegu kõikjal
ruumis R2n. Koondumise (25.2.9) tõestamiseks tuleb näidata, et Lebesgue’i teoreemi
24.2.3 kõik eeldused on täidetud ja parempoolses integraalis võib järelikult minna
piirile integraali märgi all.
Tõepoolest, võrratuse (25.2.8) tõttu
|f(x)g(y)ek(x, y)ϕ(x+ y)| ≤ c0|f(x)g(y)ϕ(x+ y)| = v(x, y) (k = 1, 2, . . .),



















sest funktsioon h on lokaalselt integreeruv. Teoreemi 24.2.3 eeldused on täidetud ja
koondumine (25.2.9) tõestatud.
Seega, kui distributsioonid f ja g on regulaarsed, võime kirjutada:







Funktsioonide ek(x, y)ϕ(x+y) kandjad on tõkestatud, seega need funktsioonid kuu-
luvad ruumi D(R2n) ja me võime viimase valemi kirjutada ümber tensorkorrutise
mõistet kasutades:
〈f ∗ g, ϕ〉 = lim
k→∞
〈f(x) · g(y), ek(x, y)ϕ(x+ y)〉, ϕ ∈ D(Rn). (25.2.10)
See võrdus võetakse aluseks konvolutsiooni mõiste laiendamisel distributsioonide
jaoks.
25.2.6 Distributsioonide konvolutsioon
Oletame, et distributsioonid f ∈ D′(Rn) ja g ∈ D′(Rn) on sellised, et iga ϕ ∈ D(Rn)
ja iga jada {ek} ⊂ D(R2n), ek → 1 ruumis R2n, korral eksisteerib piirväärtus
lim
k→∞
〈f(x) · g(y), ek(x, y)ϕ(x+ y)〉,
mis ei sõltu jada {ek} valikust.
Distributsioonide f ja g konvolutsiooniks nimetatakse funktsionaali f ∗ g, mis
seab igale funktsioonile ϕ ∈ D(Rn) vastavusse mainitud piirväärtuse:
〈f ∗ g, ϕ〉 = lim
k→∞
〈f(x) · g(y), ek(x, y)ϕ(x+ y)〉. (25.2.11)
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See funktsionaal on ilmselt lineaarne. Osutub, et ta on ka pidev ja seega f ∗ g ∈
D′(Rn). Tõestusel me ei peatu.
Märgime ära distributsioonide konvolutsiooni olulisemad omadused.
1◦ Konvolutsioon on kommutatiivne, st kui eksisteerib konvolutsioon f ∗ g, siis ek-
sisteerib ka g ∗ f ja
f ∗ g = g ∗ f.
Ülesanne 25.2.5. Tõestada konvolutsiooni omadus 1◦.
2◦ Kui eksisteerib f ∗ g, siis eksisteerivad ka Dαf ∗ g ja f ∗Dαg, kusjuures
Dαf ∗ g = Dα(f ∗ g) = f ∗Dαg. (25.2.12)
Tõestus. Ilmselt piisab, kui tõestame selle väite tuletiste ∂
∂xj
(j = 1, . . . , n) jaoks.
Olgu antud mingi jada {ek} ⊂ D(R2n), ek → 1 ruumis R2n. Näitame, et iga ϕ ∈











· g(y), ek(x, y)ϕ(x+ y)
〉
ja see piirväärtus ei sõltu jada {ek} valikust.



































f(x) · g(y), ek(x, y)
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Läheme nüüd selles valemis piirile k →∞, pannes tähele, et ka ∂ek
∂xj
+ek → 1 ruumis







= −〈f ∗ g, ϕ〉+
〈





















































= f ∗ ∂g
∂xj
.
Konvolutsiooni omadus 2◦ on tõestatud.
Näide 25.2.5. Olgu antud distributsioon f ∈ D′(Rn). Osutub, et
f ∗ δ = δ ∗ f = f. (25.2.13)
Tõepoolest, olgu antud ϕ ∈ D(Rn) ja suvaline jada {ek} ⊂ D(R2n), ek → 1 ruumis
R2n. Siis
〈f ∗ δ, ϕ〉 = lim
k→∞
〈f(x) · δ(y), ek(x, y)ϕ(x+ y)〉
= lim
k→∞
〈f(x), 〈δ(y), ek(x, y)ϕ(x + y)〉〉 = lim
k→∞
〈f(x), ek(x, 0)ϕ(x)〉.
Näitame, et ek(x, 0)ϕ(x)→ ϕ(x) ruumis D(Rn).
Et ϕ ∈ D(Rn) on finiitne, siis piisavalt suure r > 0 korral supp ϕ ⊂ U(0, r).
Siis aga ka supp [ek(x, 0)ϕ(x)] ⊂ U(0, r) (k = 1, 2, . . .), st põhifunktsioonide jada
koondumise tingimus 1◦ on täidetud.




∣∣∣ = 0 iga α korral.
Seega lim
k→∞
〈f(x), ek(x, 0)ϕ(x)〉 = 〈f(x), ϕ(x)〉 ning võrdus (25.2.13) on tõestatud.
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25.2.7 Harjutusülesanded
Näide 25.2.6. Leida funktsiooni f(x) = [x] (arvu x täisosa) tuletis ruumis D′(R1).
Lahendus. Olgu antud ϕ ∈ D(R1).



















〈δ(x), ϕ(x + k)〉 =
∞∑
k=−∞






Ülesanne 25.2.6. Tõestada, et ruumis D′(R1)
[a(x)Θ(x)]′ = a(0)δ(x) + a′(x)Θ(x).
Ülesanne 25.2.7. Näidata, et a ∈ C∞(Rn) ja f ∈ D′(Rn) korrutise af ∈ D′(Rn)





f + a ∂f
∂xi
.
Ülesanne 25.2.8. Lahendada ülesanne 25.2.6 Leibnitzi valemile toetudes.
Ülesanne 25.2.9. Tõestada võrdused ruumis D′(Rn).
1. δ(−x) = δ(x), kus x ∈ Rn.
2. δ(y − x) = δ(x− y), kus x, y ∈ Rn.
3. δ(ax) = 1|a|n δ(x), kus x ∈ Rn, a = const 6= 0.
Ülesanne 25.2.10. Tõestada, et ruumis D′(Rn)
δ(x− xk)→ 0, kui |xk| → ∞, kus x, xk ∈ Rn, k = 1, 2, . . . .
Ülesanne 25.2.11. Tõestada võrdused ruumis D′(Rn).
1. a(x)δ(x− y) = a(x)δ(y− x) = a(y)δ(x− y) = a(y)δ(y− x), kus a ∈ C∞(Rn),
x, y ∈ Rn.
2. (af)(x+ y) = a(x+ y)f(x+ y), kus a ∈ C∞(Rn), f ∈ D′(Rn), x, y ∈ Rn.
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Ülesanne 25.2.12. Tõestada võrdused ruumis D′(R1).
1. a(x)δ′(x) = −a′(0)δ(x) + a(0)δ′(x), kus a ∈ C∞(R1).
2. [δ(x− b)](m) = δ(m)(x− b), kus b = const, m = 1, 2, . . ..
3. xδ(m)(x) = −mδ(m−1)(x), kus m = 1, 2, . . ..






= ρ(x, 0)δ(t) + Θ(t)∂ρ(x, t)
∂t
,
kus ρ ∈ C∞(R2) ja Θ(t) on Heaviside’i funktsioon.
Ülesanne 25.2.14. Leida tuletised ruumis D′(R1).
1. [Θ(−x)]′.
2. Θ(m)(x− a), kus m ≥ 1, a = const.
3. [sgn(x)](m)(x− a), kus m ≥ 1.
4. [Θ(x) sin x]′.
5. [Θ(x) cosx]′.
6. [Θ(1− |x|)x2](m), kus m = 1, 2.
7. [sgn(sin x)]′.
8. [sgn(cosx)]′.





1, kui x < 0,
x+ 1, kui 0 ≤ x ≤ 1,





0, kui x < −1,
(x+ 1)2, kui − 1 ≤ x ≤ 0,
x2 + 1, kui x > 0.
25.3 Aeglaselt kasvavad distributsioonid
25.3.1 Põhifunktsioonide ruum S
Põhifunktsioonide ruumi S = S(Rn) moodustavad funktsioonid ϕ ∈ C∞(Rn), mis







Tingimus (25.3.1) on samaväärne sellega, et |x| → ∞ korral funktsioon ϕ(x) ja kõik




|x|−k = lim|x|→∞ |x|
k|Dαϕ(x)| = 0 mistahes α ja k ≥ 1 korral. (25.3.2)
Tõepoolest, tingimusest (25.3.1) järeldub, et iga k ≥ 1 korral
sup
x∈Rn
|x|2k|Dαϕ(x)| ≤ c <∞ =⇒ |x|k|Dαϕ(x)| ≤ c|x|−k → 0, kui |x| → ∞.
Kui aga on täidetud tingimus (25.3.2), siis suvalise β korral
|xβDαϕ(x)| ≤ |x||β||Dαϕ(x)| → 0, kui |x| → ∞,
ning järelikult on täidetud ka tingimus (25.3.1).
Ilmselt kõik funktsioonid ruumist D, olles finiitsed, kuuluvad ka ruumi S. Sellise
funktsiooni näiteks, mis kuulub ruumi S ja pole finiitne, on funktsioon e−|x|2 .
Ülesanne 25.3.1. Põhjendada, et funktsioon e−|x|2 ∈ S(Rn).
Ruum S on vektorruum. Funktsioone ϕ ∈ S nimetatakse kiirelt kahanevateks
funktsioonideks.
Osutub, et kiirelt kahanevad funktsioonid on integreeruvad, st




Tõepoolest, kui ϕ ∈ S, siis
sup
x∈Rn
∣∣∣(1 + x21) . . . (1 + x2n)ϕ(x)
∣∣∣ = c <∞.
Järelikult
∣∣∣ϕ(x)











dx1 . . . dxn













∣∣∣→ 0 iga α ja β korral. (25.3.3)
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Nagu juba märgitud, D ⊂ S. Tõestame, et koondumisest ruumis D järeldub koon-
dumine ruumis S.
Tõepoolest, kui jada {ϕk} koondub ruumis D funktsiooniks ϕ, siis leidub tõkestatud














∣∣∣→ 0 (k →∞).
Ruum D on tihe ruumis S, mis tähendab, et iga ϕ ∈ S jaoks leidub selline jada







ϕ(x), kus a ∈ D, a(x) = 1 keras |x| ≤ 1.











































− 1 ja kõik tema tuletised võrduvad nulliga keras |x| ≤ k, siis





























}∣∣∣∣→ 0 iga α ja β korral.
Võtame kolm viimast väidet kokku teoreemiks.
Teoreem 25.3.1. Ruum D sisaldub ruumis S ja on seal tihe. Koondumisest ruumis
D järeldub koondumine ruumis S.
Diferentseerimise poolest ruumid S ja D ei erine.
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Teoreem 25.3.2. Olgu β = (β1, . . . , βn) suvaline multiindeks. Diferentseerimise
operaator Dβ on ruumis S(Rn) pidev.
Ülesanne 25.3.3. Tõestada teoreem 25.3.2.
Ka funktsiooniga xβ korrutamise operaator on ruumis S pidev, kuid funktsiooniga
a ∈ C∞(Rn) korrutamine võib ruumist S välja viia.




2 = 1 ei kuulu ruumi S.
Toome sisse ruumi C∞P = C∞P (Rn), kuhu kuuluvad lõpmatult diferentseeruvad funkt-
sioonid, mis ise ja mille kõik tuletised kasvavad |x| → ∞ korral mitte kiiremini kui





)mα (x ∈ Rn). (25.3.4)
Teoreem 25.3.3. Funktsiooniga a ∈ C∞P (Rn) korrutamise operaator on ruumis
S(Rn) pidev, st
ϕk → ϕ =⇒ aϕk → aϕ.
Tõepoolest, võrratusest (25.3.4) järeldub: kui ϕ ∈ S, siis ka aϕ ∈ S, ning kui
ϕk → ϕ ruumis S, siis ka aϕk → aϕ, st ka sel juhul on tingimus (25.3.3) täidetud.
Üksikasjalikumalt me selle teoreemi tõestusel ei peatu.
25.3.2 Distributsioonide ruum S ′
Pidevaid lineaarseid funktsionaale ruumis S nimetatakse aeglaselt kasvavateks
distributsioonideks. Nad moodustavad ruumi S kaasruumi
S ′ = S ′(Rn).
Koondumise ruumis S ′ defineerime nõrga koondumisena:
fk → f ruumis S ′, kui lim
k→∞
〈fk, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 iga ϕ ∈ S(Rn) korral.
Aeglaselt kasvavad distributsioonid defineerivad pidevad lineaarsed funktsionaalid
ka ruumis D.
Tõepoolest, D ⊂ S, seetõttu f ∈ S ′ on rakendatav ka funktsioonidele ϕ ∈ D. Et
koondumisest ruumis D järeldub koondumine ruumis S, siis f toimib ka ruumis D
pideva lineaarse funktsionaalina. Seejuures osutub, et funktsionaalid, mis erinevad
ruumis S ′, st f1 6= f2, erinevad ka ruumis D′.
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Tõepoolest, oletame väite vastaselt, et see nii ei ole ja
〈f1, ϕ〉 = 〈f2, ϕ〉 iga ϕ ∈ D korral.
Ruum D on ruumis S tihe, mistõttu iga ϕ ∈ S jaoks leidub selline jada {ϕk} ⊂ D,
et ϕk → ϕ ruumis S. Siis aga
〈f1, ϕ〉 = lim
k→∞
〈f1, ϕk〉 = lim
k→∞
〈f2, ϕk〉 = 〈f2, ϕ〉,
mis on vastuolus eeldusega, et f1 6= f2 ruumis S ′.
Võrreldes koondumise definitsioone ruumis S ′ (käesolevas punktis) ja D′ (punktis
25.1.3) näeme, et koondumisest ruumis S ′ järeldub koondumine ruumis D′.
Võtame saadud tulemused kokku teoreemina.
Teoreem 25.3.4. Ruum S ′ sisaldub ruumis D′ ning koondumisest ruumis S ′ järel-
dub koondumine ruumis D′.
Toome näiteid aeglaselt kasvavate distributsioonide kohta.
Näide 25.3.2. Finiitne distributsioon f ∈ D′ on laiendatav distributsiooniks f ∈ S ′
valemiga
〈f, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉 (ϕ ∈ S),
kus a ∈ D on suvaline selline funktsioon, et a(x) = 1 supp f mingis ümbruses.
Väite tõestusel me ei peatu.






)−m|f(x)|dx = c <∞, (25.3.5)
määrab distributsiooni f ∈ S ′(Rn).


















Seega funktsionaal f on pidev. Tema lineaarsus on ilmne.
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Lokaalselt integreeruvat funktsiooni f(x), mis mingi m ≥ 0 korral rahuldab võrra-
tust (25.3.5), nimetatakse aeglaselt kasvavaks funktsiooniks.
Nagu me nägime punktis 25.3.1, on funktsioonid ϕ ∈ S integreeruvad ja seega ra-
huldavad tingimust (25.3.5) m = 0 korral. Järelikult igat funktsiooni ϕ ∈ S võib
vaadelda aeglaselt kasvava distributsioonina ja võib kirjutada S ⊂ S ′.
Järeldus 25.3.1. Me oleme saanud sisalduvuste ahela:
D ⊂ S ⊂ S ′ ⊂ D′.
Märkus 25.3.1. Seda ahelat saab täiendada:
D(Ω) ⊂ S(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ S ′(Ω) ⊂ D′(Ω) (Ω ⊆ Rn).
Üksikasjalikumalt me sellel ei peatu.
25.3.3 Aeglaselt kasvavate distributsioonide tensorkorrutis
ja konvolutsioon
Distributsioonide f ∈ S ′(Rn) ja g ∈ S ′(Rm) tensorkorrutiseks nimetatakse dist-
ributsiooni f(x) · g(y) ∈ S ′(Rn+m), mis on defineeritud võrdusega
〈f(x) · g(y), ϕ(x, y)〉 = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉, ϕ ∈ S(Rn+m).
Definitsioon on korrektne, st f(x) · g(y) on ruumis S(Rn+m) määratud pidev li-
neaarne funktsionaal. Seejuures funktsioon ψ(x) = 〈g(y), ϕ(x, y)〉 ∈ S(Rn) ning
kehtib võrdus
Dαψ(x) = 〈g(y), Dαxϕ(x, y)〉.
Tõestusel me ei peatu.
Distributsioonide tensorkorrutisel on järgmised omadused.
1◦ Tensorkorrutis on kommutatiivne: f(x) · g(y) = g(y) · f(x) mistahes f ∈ S ′(Rn)
ja g ∈ S ′(Rm) korral, st 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉 = 〈g(y), 〈f(x), ϕ(x, y)〉〉.
2◦ Tensorkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes eraldi:
kui fk(x)→ f(x) ruumis S ′(Rn), siis fk(x) · g(y)→ f(x) · g(y) ruumis S ′(Rn+m);










= a(x)f(x) · g(y), kui a ∈ C∞P (Rn).
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5◦ Tensorkorrutis on assotsiatiivne: f(x) · [g(y) · h(z)] = [f(x) · g(y)] · h(z) mistahes
f ∈ S ′(Rn), g ∈ S ′(Rm) ja h ∈ S ′(Rk) korral.
Tensorkorrutise omaduste tõestamisel me ei peatu.
Olgu f finiitne distributsioon ning g aeglaselt kasvav distributsioon, st g ∈ S ′. Siis
eksisteerib nende distributsioonide konvolutsioon f ∗ g ∈ S ′, mis on määratud
võrdusega
〈f ∗ g, ϕ〉 = 〈f(x) · g(y), a(x)ϕ(x+ y)〉,
kus a ∈ D on suvaline funktsioon omadusega: a(x) = 1 kandja supp f mingis
ümbruses.
Väite tõestusel me ei peatu.
Näide 25.3.4. Olgu antud g ∈ S ′. Arvutame konvolutsiooni δ∗g. Valime funktsiooni
a ∈ D nii, et a(x) = 1 koordinaatide alguspunkti mingis ümbruses. Siis
〈δ ∗ g, ϕ〉 = 〈g ∗ δ, ϕ〉 = 〈g(x), 〈δ(y), a(y)ϕ(x+ y)〉〉
= 〈g(x), a(0)ϕ(x)〉 = 〈g(x), ϕ(x)〉 = 〈g, ϕ〉.
Seega
〈δ ∗ g, ϕ〉 = 〈g ∗ δ, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉. (25.3.6)
25.4 Fourier’ teisendus
25.4.1 Kiirelt kahanevate funktsioonide Fourier’ teisendus
Õpiku III osa peatükis 13 toodi sisse Fourier’ teisendus, mida sama osa peatükis
20 kasutati Cauchy ülesande lahendamiseks paraboolse võrrandi korral. Osutub, et
Fourier’ teisendus töötab väga hästi ruumides S ja S ′.
Vaatleme kompleksset ruumi S, mille elementideks on funktsioonid kujul ϕ(x) =
ϕ1(x) + iϕ2(x), kus ϕ1, ϕ2 ∈ S(Rn) saavad reaalarvulisi väärtusi ja i on imaginaar-
ühik.














Integreeruvad on iga α ja β korral ka funktsioonid xβDαϕ(x) (punkt 25.3.1).
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Funktsiooni ϕ Fourier’ teisendus F defineeritakse võrdusega




Fourier’ teisendi jaoks kasutame tähistuse Fϕ kõrval ka tähistust ϕ̂. Et |e−ix·ξ| = 1,








Lemma 25.4.1. Fourier’ teisendus on pidev lineaarne operaator ruumis S.
Tõestus.

































ning probleem taandub küsimusele, kas valemis (25.4.1) võib diferentseerida integ-
raali märgi all. Teoreemi 24.2.5 põhjal on piisav, kui leidub selline integreeruv funkt-
sioon Φ, et iga x ∈ Rn korral
∣∣∣Dαx [e−ix·ξϕ(ξ)]
∣∣∣ ≤ Φ(ξ) peaaegu kõikjal ruumis Rn.
See tingimus on aga täidetud, sest
∣∣∣Dαx [e−ix·ξϕ(ξ)]
∣∣∣ = |(−iξ)αe−ix·ξϕ(ξ)| = |ξαϕ(ξ)|
ja funktsioon ξαϕ(ξ) on integreeruv. Valem (25.4.2) on tõestatud.
(b) Näitame, et kui ϕ ∈ S, siis iga β korral
FDβϕ = (ix)βFϕ. (25.4.3)
































e−ix·ξϕ(ξ) cos r̂xjdS. (25.4.4)









Funktsioon ϕ(x) läheneb |x| → ∞ korral nullile teatavasti kiiremini kui |x|−1 mis-
tahes aste. Seetõttu saame iga k ≥ 1 ja iga ε > 0 jaoks leida raadiuse rε nii, et
|x| ≥ rε =⇒
|ϕ(x)|
|x|−k ≤ ε.
Fikseerime ε > 0 ja valime rε nii, et













S(0,1) dS võrdub ühiksfääri pindalaga ruumis Rn).
Kuna ε võib olla kuitahes väike, oleme saanud, et
∫
S(0,r)
|ϕ(ξ)|dξ → 0 (r →∞).










Valem (25.4.3) on tõestatud.
(c) Näitame, et FS ⊂ S, st teisend Fϕ rahuldab võrratust (25.3.1).
363 25. Distributsioonid





















ja tema Fourier’ teisend on tõkestatud.
(d) Ilmselt on F lineaarne. Näitame, et F on pidev ruumis S. Operaatori F li-
neaarsuse tõttu piisab kui näidata, et koondumisest ϕk → 0 ruumis S järeldub




∣∣∣→ 0, kui k →∞.








































]∣∣∣(1 + |ξ|2)m(1 + |ξ|2)−mdξ,












kuulub ruumi S, mistõttu see supreemum










Valime m > n2 . Siis, minnes üle sfäärilistele koordinaatidele (punkt 24.2.8), saame
∫
Rn




(1 + ρ2)m <
∫ ∞
0











∣∣∣ ≤ (2π)−n2 π2 εk.
Nüüd paneme tähele, et ϕk → 0 tõttu εk → 0 (k →∞). Seega Fϕk → 0 ruumis S.
Lemma on tõestatud.
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25.4.2 Näide Fourier’ teisendi arvutamise kohta













Tõestus. Vaatleme kompleksmuutuja z = s + it funktsiooni e−z2 . Et funktsioon
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Joonis 25.6. Kinnine kontuur Γ
.





























∣∣∣∣∣→ 0, kui c→∞.
Võrdus (25.4.5) on tõestatud.
Arvutame funktsiooni e−a2|x|2 Fourier’ teisendi.
(a) Olgu n = 1. Siis






Teeme muutujate vahetuse ξ = s
a
:










































































































































Valem (25.4.7) on tõestatud.
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Seetõttu saab analoogsetest väidetest teisenduse F kohta järeldada, et F−1S ⊂ S
ning F−1 on pidev lineaarne operaator ruumis S. Kehtivad ka valemite (25.4.2) ja
(25.4.3) analoogid:
DαF−1ϕ = F−1[(ix)αϕ(x)], (25.4.9)
F−1Dβϕ = (−ix)βF−1ϕ. (25.4.10)
Väide: F ja F−1 on teineteise pöördoperaatoriteks, st





eix·ξϕ̂(ξ)dξ = ϕ(x) (ϕ ∈ S).






























4a2 ϕ(x+ εy)dy. (25.4.12)
Selleks näitame, et integraalis (25.4.11) võib muuta integreerimise järjekorda.








































Kasutades nüüd võrdust (25.4.6) ja tehes muutujate vahetuse z = x + η ja seejärel



























Võrdus (25.4.12) on tõestatud.
(b) Näitame, et võrduses (25.4.12) võib minna integraalide all piirile ε→ 0.
Tõepoolest, mõlemal pool võrdusmärki on täidetud Lebesgue’i teoreemi 24.2.3 eel-
dused:
1) eix·ξ−a2ε2|ξ|2ϕ̂(ξ)→ eix·ξϕ̂(ξ) iga ξ ∈ Rn korral;
2)
∣∣∣eix·ξ−a2ε2|ξ|2ϕ̂(ξ)
∣∣∣ ≤ |ϕ̂(ξ)| iga ξ ∈ Rn korral ning |ϕ̂(ξ)| on integreeruv funktsioon;
3) e−
|y|2
4a2 ϕ(x+ εy)→ e−
|y|2











4a2 on integreeruv funktsioon.
Minnes võrduses (25.4.12) üle piirile ja kasutades võrdust (25.4.7), saame
∫
Rn








4a2 dy = ϕ(x)(2π)n2
ning järelikult F−1Fϕ = ϕ.
Võrdus FF−1ϕ = ϕ tõestatakse samamoodi.
Kokkuvõttes oleme tõestanud järgmise teoreemi.
Teoreem 25.4.1. Fourier’ operaatorid F ja F−1 on lineaarsed ja pidevad ruumis
S ning on teineteise pöördoperaatorid.
Teoreemist järeldub, et F ja F−1 teisendavad ruumi S kogu ruumiks S.
25.4.4 Aeglaselt kasvavate distributsioonide Fourier’ teisen-
dus ja pöördteisendus
Nagu me punktis 25.3.2 nägime, võib igat funktsiooni ψ ∈ S vaadelda regulaarse
distributsioonina ruumis S ′. Seetõttu me võime kirjutada (integreerimise järjekorra
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See seos võetakse aluseks distributsioonide Fourier’ teisenduse defineerimisel.
Distributsiooni f ∈ S ′ Fourier’ teisendus F defineeritakse võrdusega
〈Ff, ϕ〉 = 〈f,Fϕ〉, ϕ ∈ S.
Distributsiooni f ∈ S ′ Fourier’ pöördteisendus F−1 defineeritakse võrdusega
〈F−1f, ϕ〉 = 〈f,F−1ϕ〉, ϕ ∈ S.
Definitsioonid on korrektsed, sest teisendid F−1f ja Ff on pidevad lineaarsed funkt-
sionaalid ruumis S ja kuuluvad seega ruumi S ′.
Tõepoolest, funktsionaal Ff on pidev:
ϕk → ϕ =⇒ Fϕk → Fϕ =⇒ 〈Ff, ϕk〉 = 〈f,Fϕk〉 → 〈f,Fϕ〉 = 〈Ff, ϕ〉.
Funktsionaali F−1f pidevus näidatakse samamoodi. Funktsionaalide lineaarsus on
ilmne.
Teoreem 25.4.2. Fourier’ teisendused F ja F−1 on pidevad lineaarsed operaatorid
ruumis S ′ ning on teineteise pöördoperaatoriteks.
Tõestus.
(a) Operaator F : S ′ → S ′ on pidev.
Tõepoolest, olgu ruumis S ′ antud jada fk → f . Siis
〈fk, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 =⇒ 〈fk,Fϕ〉 → 〈f,Fϕ〉
=⇒ 〈Ffk, ϕ〉 → 〈Ff, ϕ〉 iga ϕ ∈ S korral,
st Ffk → Ff ruumis S ′.
Operaatori F−1 pidevus ruumis S ′ näidatakse samamoodi.
Operaatorite lineaarsus on ilmne.
(b) Näitame, et operaatorid F ja F−1 on teineteise pöördoperaatorid ruumis S ′, st
F−1Ff = FF−1f = f (f ∈ S ′).
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Tõepoolest, iga ϕ ∈ S ja f ∈ S ′ korral
〈F−1Ff, ϕ〉 = 〈Ff,F−1ϕ〉 = 〈f,FF−1ϕ〉 = 〈f, ϕ〉;
〈FF−1f, ϕ〉 = 〈F−1f,Fϕ〉 = 〈f,F−1Fϕ〉 = 〈f, ϕ〉.
Teoreem on tõestatud.
Näide 25.4.1. Arvutame Diraci δ-funktsiooni Fourier’ teisendi:





ϕ(ξ)dξ = 〈g, ϕ〉,
kus g on konstantne funktsioon g(x) ≡ (2π)−n2 (x ∈ Rn). Seega võime kirjutada
Fδ = (2π)−n2 . (25.4.13)







FDβf = (ix)βFf. (25.4.15)
Tensorkorrutise Fourier’ teisend arvutatakse järgmiselt: kui f, g ∈ S ′, siis
F [f(x) · g(y)] = (Ff)(x) · (Fg)(y). (25.4.16)
Tõestusel me ei peatu.
Kui f, g ∈ S ′ ja f on finiitne, siis teatavasti eksisteerib konvolutsioon f ∗ g ∈ S ′
(punkt 25.3.3).
Konvolutsiooni f ∗ g Fourier’ teisend arvutatakse järgmiselt:
F(f ∗ g) = (2π)n2 (Ff)(Fg). (25.4.17)
Tõestusel me ei peatu.

26. Cauchy ülesanne
26.1 Lineaarse diferentsiaaloperaatori fundamen-
taallahend




aα(x)Dαu = f(x), (26.1.1)
kus aα ∈ C∞(Rn), f ∈ D′(Rn).
Distributsiooni u ∈ D′, mis rahuldab võrrandit (26.1.1) piirkonnas Ω ⊆ Rn, st iga





= 〈f, ϕ〉, (26.1.2)
nimetatakse diferentsiaalvõrrandi (26.1.1) üldistatud lahendiks piirkonnas Ω.
Võrrandi (26.1.1) klassikaliseks lahendiks piirkonnas Ω nimetatakse funktsiooni
u ∈ Cm(Ω), mis rahuldab selles piirkonnas võrrandit (26.1.1). Klassikaline lahend on
ilmselt ka üldistatud lahend. Vastupidine üldiselt ei kehti. Küll aga kehtib järgmine
teoreem.
Teoreem 26.1.1. Kui u ∈ D′ on võrrandi (26.1.1) üldistatud lahend piirkonnas
Ω, kusjuures u ∈ Cm(Ω) ja f ∈ C(Ω), siis on u võrrandi (26.1.1) klassikaliseks
lahendiks piirkonnas Ω.
Tõestus. Kui u ∈ Cm(Ω), siis |α| ≤ m korral üldistatud tuletised Dαu langevad
kokku klassikaliste tuletistega ja on pidevad. Piirkonnas Ω pidevaks funktsiooniks
on siis ka funktsioon ∑|α|≤m aα(x)Dαu. See aga tähendab (märkus 25.1.5), et võrdus
(26.1.1) kehtib piirkonna Ω igas punktis.
Teoreem on tõestatud.
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26.1.2 Konstantsete kordajatega diferentsiaaloperaatori fun-
damentaallahend




αu = f(x) (aα = const). (26.1.3)






Diferentsiaaloperaatori P (D) fundamentaallahendiks ehk mõjufunktsiooniks





αE = δ(x). (26.1.4)
Operaatori P (D) fundamentaallahend pole üheselt määratud. Kui E on operaatori
P (D) fundamentaallahend, siis on operaatori P (D) fundamentaallahend ka E + E0,
kus E0 on homogeense võrrandi P (D) = 0 lahend, sest
P (D)(E + E0) = P (D)E + P (D)E0 = δ(x) + 0 = δ(x).
Märkus 26.1.1. Lineaarse diferentsiaaloperaatori fundamentaallahend on õpiku III
osas sisse toodud Greeni funktsiooni mõiste edasiarendus distributsioonide teoorias.
Erinevalt Greeni funktsioonist rahuldab fundamentaallahend diferentsiaalvõrrandit
kogu ruumis ja pole seega seotud mingi piirkonnaga (st raja- ja/või algtingimustega).
Teoreem 26.1.2. Olgu E diferentsiaaloperaatori P (D) fundamentaallahend. Olgu
võrrandi (26.1.3) vabaliige f ∈ D′ selline, et ruumis D′ eksisteerib konvolutsioon
E ∗ f . Siis u = E ∗ f ∈ D′ on võrrandi (26.1.3) üldistatud lahend. Kui eksisteerib ka
konvolutsioon E ∗u ∈ D′, siis on u ainsaks lahendiks nende distributsioonide hulgas,
mille korral selline konvolutsioon eksisteerib.
Tõestus. Toetudes valemitele (25.2.12) ja (25.2.13), saame võrdused
Dα(E ∗ f) = DαE ∗ f, δ ∗ f = f,
kust järeldub














∗ f = δ ∗ f = f.
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Seega u = E ∗ f on võrrandi (26.1.3) üldistatud lahendiks.
Olgu u1 ∈ D′ ja u2 ∈ D′ võrrandi (26.1.3) sellised lahendid, et eksisteerivad E ∗u1 ∈
D′ ja E ∗ u2 ∈ D′. Siis
u1 − u2 = δ ∗ (u1 − u2) = P (D)E ∗ (u1 − u2)
= E ∗ P (D)(u1 − u2) = E ∗ (f − f) = E ∗ 0 = 0,
st u1 = u2.
Teoreem on tõestatud.
26.1.3 Hariliku diferentsiaaloperaatori fundamentaallahend







+ . . .+ am−1
d
dt
+ am (aj = const; j = 1, . . . ,m).
Lemma 26.1.1. Operaatori L(D) fundamentaallahendiks on funktsioon
E(t) = Θ(t)U(t),
kus Θ(t) on Heaviside’i funktsioon ja U(t) on ülesande
L(D)U ≡ U (m) + a1U (m−1) + . . .+ am−1U ′ + amU = 0,
U(0) = 0, U ′(0) = 0, . . . , U (m−2)(0) = 0, U (m−1)(0) = 1
lahend.
Tõestus. Me teame, et Θ′(t) = δ(t) (näide 25.2.1) ja U(t)δ(t) = U(0)δ(t) (näide
25.2.3). Kasutades diferentseerimisel Leibnitzi valemit (ülesanne 25.2.7), saame
E ′(t) = Θ′(t)U(t) + Θ(t)U ′(t) = δ(t)U(t) + Θ(t)U ′(t)
= δ(t)U(0) + Θ(t)U ′(t) = Θ(t)U ′(t).
Jätkates diferentseerimist ja kasutades algtingimusi, leiame, et
E (j)(t) = Θ(t)U (j)(t) (j = 0, 1, . . . ,m− 1),





= Θ′(t)U (m−1)(t) + Θ(t)U (m)(t) = δ(t) + Θ(t)U (m)(t).
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Seega
L(D)E = δ(t) + Θ(t)U (m)(t) + a1Θ(t)U (m−1)(t) + . . .+ amΘ(t)U(t)
= δ(t) + Θ(t)[L(D)U ] = δ(t).
Lemma on tõestatud.
Näide 26.1.1. Operaatori L(D) = d
dt
+ b (b = const) fundamentaallahendi leid-
miseks tuleb lahendada ülesanne
U ′ + bU = 0, U(0) = 1.
Ülesande lahendiks on funktsioon U(t) = e−bt. Fundamentaallahend on seega
E(t) = Θ(t)e−bt.
26.2 Cauchy ülesanne soojusjuhtivuse võrrandi
jaoks
26.2.1 Ülesande püstitus
Cauchy ülesande soojusjuhtivuse võrrandi jaoks püstitame järgmiselt: leida
piirkonnas Rn × [0,∞) määratud funktsioon u(x, t), et
∂u
∂t
− a2∆u = f(x, t) (x ∈ Rn, t > 0), (26.2.1)
u(x, 0) = u0(x) (x ∈ Rn). (26.2.2)
Siin f(x, t) ja u0(x) on etteantud funktsioonid, a2 = const > 0 ning
∆ = ∇2 = ∂
2
∂x21
+ . . .+ ∂
2
∂x2n
on Laplace’i diferentsiaaloperaator . Operaatorit ∂
∂t
− a2∆ nimetame soojus-
juhtivuse operaatoriks.
Kui lahend
u ∈ C2(Rn × (0,∞)) ∩ C(Rn × [0,∞)),
räägime ülesande klassikalisest lahendist. Tingimus u ∈ C2(Rn×(0,∞)) tagab funkt-
siooni u klassikaliste tuletiste eksisteerimise võrrandi (26.2.1) vasakul poolel. Tingi-
mus u ∈ C(Rn× [0,∞)) määrab aga algtingimuse (26.2.2) sisu: lim
t→0+
u(x, t) = u0(x).
Tarvilikud tingimused klassikalise lahendi olemasoluks on
f ∈ C(Rn × (0,∞)), u0 ∈ C(Rn).
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Märkus 26.2.1. Ülesande füüsikaline interpretatsioon: otsitav funktsioon u(x, t)
on temperatuur ning vabaliige f(x, t) on soojusallikate tihedus punktis x ajahetkel
t. Kui n = 1, siis kirjeldab ülesanne soojuse levikut lõpmatus vardas, kui n = 2, siis
plaadis, kui n = 3 , siis ruumis.
Samas on soojuse ülekanne vaid üks neist protsessidest, mida ülesanne (26.2.1),
(26.2.2) kirjeldab (vt I osa, peatükk 4). Märgime, et käesoleva paragrahvi tule-
mused on rakendatavad ka teiste ülekandeprotseside korral. Lisame, et võrrandit
(26.2.1) nimetatakse ka difusioonivõrrandiks ning operaatorit ∂
∂t
− a2∆ ka difusioo-
nioperaatoriks.
26.2.2 Soojusjuhtivuse operaatori fundamentaallahend
Piirkonnas Rn×(−∞ < t <∞) defineeritud funktsioonide puhul läheb meil edaspidi
vaja Fourier’ teisendust ruumimuutujate x1, . . . , xn suhtes, mille tähistame Fx. Kui
funktsioon ϕ(x, t) ∈ S(Rn+1), siis






Kuna iga t korral funktsioon ϕ(·, t) ∈ S(Rn), siis Fx puhul kehtib kõik punktis
25.4.1 Fourier’ teisenduse kohta öeldu. Lisaks on siin täidetud ka teoreemi 24.2.5
eeldused ning muutuja t järgi võib diferentseerida integraalimärgi all. Samad väited
kehtivad ka pöördteisenduse F−1x kohta.
Ruumis S ′(Rn+1) defineeritakse Fourier’ teisendused Fx ja F−1x võrdustega
〈Fxf, ϕ〉 = 〈f,Fxϕ〉, 〈F−1x f, ϕ〉 = 〈f,F−1x ϕ〉, ϕ ∈ S(Rn+1).
Leiame soojusjuhtivuse operaatori ∂
∂t
− a2∆ fundamentaallahendi.
Selleks tuleb lahendada võrrand
∂E
∂t
− a2∆E = δ(x, t) = δ(x) · δ(t). (26.2.4)
Lahendus.
(a) Rakendame võrrandi mõlemale poole Fourier’ teisendust Fx.
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(−ixj)2FxE = −|x|2FxE ;
Fx[δ(x) · δ(t)] = (Fxδ)(x) · δ(t) = (2π)−
n
2 · δ(t).
Tulemusena teiseneb võrrand (26.2.4) võrrandiks
∂Ê(x, t)
∂t
+ a2|x|2Ê(x, t) = (2π)−n2 · δ(t) (26.2.5)
(kasutame tähist FxE = Ê).
Kui fikseerida muutuja x, siis võrrand (26.2.5) kujutab endast fundamentaallahendi
leidmise ülesannet harilikule diferentsiaaloperaatorile d
dt
+ b, milles b = a2|x|2. See
ülesanne on lahendatud näites 26.1.1. Seega võrrandi (26.2.5) lahendiks on funkt-
sioon
Ê(x, t) = (2π)−n2 Θ(t)e−a2|x|2t.
Funktsioon Ê(x, t) on tõkestatud ning fikseeritud t korral Ê(·, t) ∈ S(Rn).
Ülesanne 26.2.1. Tõestada järgmine väide: kui funktsioon ϕ ∈ S on selline, et
ϕ(−x) = ϕ(x) (x ∈ Rn), siis F−1ϕ = Fϕ.
(b) Rakendame funktsioonile Ê pöördteisendust F−1x . Arvestades ülesandes 26.2.1
väidetut ja võrdust (25.4.6), saame
E(x, t) = (2π)−n2 Θ(t)F−1x e−a
2|x|2t = (2π)−n2 Θ(t)Fxe−a
2|x|2t













Niisiis, soojusjuhtivuse operaatori ∂
∂t
− a2∆ fundamentaallahendiks on
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E(x, t)dx = 1 (0 < t <∞). (26.2.7)
Tõestus. Kui t > 0, siis
∫
Rn































Võrdus (26.2.7) on tõestatud.
2◦ Kui t→ 0+, siis E(x, t)→ δ(x) ruumis D′(Rn), st
iga ϕ ∈ D(Rn) korral
∫
Rn
E(x, t)ϕ(x)dx→ ϕ(0) (t→ 0+).


















dx→ 0 (t→ 0+). (26.2.8)
Olgu antud kuitahes väike ε > 0. Et funktsioon ϕ on pidev punktis x = 0, saab leida
sellise δ > 0, et
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4a2tdx (0 < t <∞).
Näitame, et ka teise liidetava selles valemis saab teha kuitahes väikseks. Selleks



















Näeme, et parempoolne integraal läheneb t → 0+ korral nullile, sest e−|ξ|2 on in-
tegreeruv funktsioon (valem (25.4.7)) ning t → 0+ korral integreerimise piirkond






ning koondumine (26.2.8) on näidatud.
Märkus 26.2.2. Märgime, et koondumise (26.2.8) näitamisel me kasutasime vaid
kahte funktsiooni ϕ(x) omadust: tõkestatust ruumis Rn ja pidevust punktis x = 0.
Seega koondumine (26.2.8) leiab aset suvalise tõkestatud ja punktis x = 0 pideva
funktsiooni ϕ korral.
Peatume lühidalt fundamentaallahendi E(x, t) füüsikalisel interpretatsioonil. Võr-
randi (26.2.4) vabaliiget δ(x) · δ(t) võib interpreteerida sellise soojusallikate “tihe-
dusena”: punktis x = 0 asub punktsoojusallikas, mis kiirgab ajamomendil t = 0
ümbritsevasse ruumi ühiku soojust. Fundamentaallahend E(x, t) on temperatuur
ruumi punktis x ajamomendil t. Võrdus (26.2.7) tähendab, et igal ajamomendil
t > 0 on summaarne soojushulk ruumis jääv.
26.2.4 Cauchy ülesande lahendamine hariliku diferentsiaal-
võrrandi korral




+ bu = f(t), u(0) = u0. (26.2.9)
Ülesande lahendit otsime poolteljel t ≥ 0.
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Oletame, et vabaliige f ∈ C[0,∞) ning ülesandel (26.2.9) on klassikaline lahend
u ∈ C1[0,∞).
Jätkame funktsioone u(t) ja f(t) nullväärtustega piirkonda t < 0, st defineerime
funktsioonid
ũ(t) = Θ(t)u(t), f̃(t) = Θ(t)f(t)
ning vaatleme neid (regulaarsete) distributsioonidena ruumist D′(R1). Segaduste
ärahoidmiseks kasutame üldistatud tuletise jaoks kirjutusviisi dũ
dt
ja klassikalise tu-





u′(t), kui t > 0,
0, kui t < 0,
pole olemas, kui t = 0.
Arvutame dũ
dt







































= u0δ + ũ′.



















f(t)ϕ(t)dt = 〈u0δ, ϕ〉+
∫ ∞
−∞
f̃(t)ϕ(t)dt = 〈u0δ, ϕ〉+ 〈f̃ , ϕ〉.
Oleme saanud, et distributsioon ũ rahuldab ruumis D′(R1) võrrandit
dũ
dt
+ bũ = f̃(t) + u0δ(t). (26.2.10)
Võrrandil (26.2.10) on lõpmata palju lahendeid, sest liites lahendile ũ homogeense
võrrandi dũ
dt
+ bũ = 0 suvalise lahendi, saame taas võrrandi (26.2.10) lahendi.
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Sõnastame järgmise ülesande: leida distributsioon ũ(t) ∈ D′(R1), mis on võrdne nul-
liga t < 0 korral ja rahuldab võrrandit (26.2.10).
Lahendame ülesande, toetudes teoreemile 26.1.2. Operaatori d
dt
+ b fundamentaalla-
hendiks on (näide 26.1.1)
E(t) = Θ(t)e−bt
ja kui eksisteerib konvolutsioon E ∗ (f̃ + uoδ), siis distributsioon
ũ = E ∗ (f̃ + uoδ)
on võrrandi (26.2.10) lahendiks.
Näitame, et see konvolutsioon eksisteerib.
(a) Konvolutsioon E ∗ δ eksisteerib (näide 25.2.5), kusjuures
E ∗ δ = E .





lokaalselt integreeruvusest. Arvestades seda, et f̃(τ) = 0, kui τ < 0 ja E(t− τ) = 0,





See funktsioon on pidev ja seega lokaalselt integreeruv.
Võrrandi (26.2.10) lahend on seega (regulaarne) distributsioon






Paneme tähele, et konvolutsiooni E ∗ f̃ olemasoluks piisas sellest, et f̃(t) = 0, kui
t < 0. Et t < 0 korral ka ũ(t) = 0, siis eksisteerib ka konvolutsioon E ∗ ũ ning järe-
likult distributsioon ũ on ainuke võrrandi (26.2.10) lahend, mis rahuldab tingimust
ũ(t) = 0, kui t < 0.
Cauchy ülesande (26.2.9) lahendi u(t) saame, kitsendades distributsiooni ũ(t) mää-




e−b(t−τ)f(τ)dτ + u0e−bt (t ≥ 0).
Järgnevas kasutame põhimõtteliselt samasugust meetodit Cauchy ülesande lahen-
damiseks soojusjuhtivuse võrrandi korral.
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26.2.5 Üleminek üldistatud Cauchy ülesandele
Tuleme tagasi Cauchy ülesande
∂u
∂t
− a2∆u = f(x, t) (x ∈ Rn, t > 0), (26.2.11)
u(x, 0) = u0(x) (x ∈ Rn) (26.2.12)
juurde. Oletame, et f ∈ C(Rn × [0,∞)), u0 ∈ C(Rn) ning ülesandel on olemas
klassikaline lahend u ∈ C2(Rn × [0,∞)).
Jätkame funktsioone u(x, t) ja f(x, t) nullväärtustega piirkonda t < 0, st defineerime
funktsioonid
ũ(x, t) = Θ(t)u(x, t), f̃(x, t) = Θ(t)f(x, t)
ning vaatleme neid regulaarsete distributsioonidena ruumist D′(Rn+1). Kasutame ül-





ja klassikalise tuletiste jaoks kirjutusviisi





ut(x, t), kui t > 0,
0, kui t < 0,





uxixi(x, t), kui t > 0,
0, kui t < 0,
pole olemas, kui t = 0.
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= u0(x) · δ(t) + ũt(x, t),
∂2ũ
∂x2i
= ũxixi (i = 1, . . . , n). (26.2.13)
Võtame saadud tulemused kokku lemmana.
Lemma 26.2.1. Kui u(x, t) on Cauchy ülesande (26.2.11), (26.2.12) lahend, siis
distributsioon ũ(x, t) rahuldab võrrandit
∂ũ
∂t
− a2∆ũ = f̃(x, t) + u0(x) · δ(t). (26.2.14)





















Funktsioon ũt − a2
n∑
i=1








f(x, t), kui t > 0,
0, kui t < 0.
Seega
ũt − a2∆ũ = f̃ peaegu kõikjal ruumis Rn+1






= 〈u0(x) · δ(t) + f̃(x, t), ϕ(x, t)〉.
Lemma on tõestatud.
Sõnastame üldistatud Cauchy ülesande soojusjuhtivuse võrrandi jaoks järgmi-
selt: leida distributsioon ũ(x, t) ∈ D′(Rn+1), mis on võrdne nulliga t < 0 korral ja
rahuldab võrrandit (26.2.14), kus u0(x) ∈ D′(Rn) ja f̃(x, t) ∈ D′(Rn+1) on etteantud
distributsioonid, kusjuures t < 0 korral f̃(x, t) = 0.
Märkus 26.2.3. Tingimus, et t < 0 korral f̃(x, t) = 0, on üldistatud Cauchy
ülesande lahendi olemasoluks tarvilik. Võrduvad ju t < 0 korral nulliga nii ũ(x, t)
kui ka kõik tema üldistatud tuletised, samuti δ(t).
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26.2.6 Üldistatud Cauchy ülesande lahendamine
Olgu antud distributsioon f(x, t) ∈ D′(Rn+1) selline, et f(x, t) = 0, kui t < 0,
ning distributsioon u0(x) ∈ D′(Rn). Vaatleme üldistatud Cauchy ülesannet: leida
distributsioon u(x, t) ∈ D′(Rn+1), et
∂u
∂t
− a2∆u = f(x, t) + u0(x) · δ(t) (x ∈ Rn,−∞ < t <∞), (26.2.15)
u(x, t) = 0, kui t < 0. (26.2.16)
Ülesande lahendamiseks võtame kasutusele diferentsiaaloperaatori ∂
∂t
− a2∆ funda-
mentaallahendi E(x, t) (valem (26.2.6)). Teoreemi 26.1.2 põhjal on üheks võrrandi
(26.2.15) lahendiks konvolutsioon
u(x, t) = E(x, t) ∗ [f(x, t) + u0(x) · δ(t)], (26.2.17)
kui selline konvolutsioon eksisteerib. Meil tuleb vastata küsimusele, kas konvolut-
siooni eksisteerimise korral distributsioon u(x, t) rahuldab ka tingimust (26.2.16).
Vastuse annab järgmine lemma.
Lemma 26.2.2. Olgu distributsioonid g(x, t) ja h(x, t) sellised, et t < 0 korral
g(x, t) = 0 ja h(x, t) = 0. Kui nende distributsioonide konvolutsioon g∗h eksisteerib,
siis t < 0 korral (g ∗ h)(x, t) = 0.
Tõestus. Me peame tõestama järgmise väite:
kui supp ϕ ⊂
{
(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ Rn, t < 0
}
, siis 〈g ∗ h, ϕ〉 = 0.
Funktsiooni ϕ kandja on kinnine hulk. Seetõttu iga ϕ korral leidub selline ε > 0, et
supp ϕ ⊂
{
(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ Rn, t ≤ −ε
}
.





0, kui t ≤ − ε4 ,
1, kui t ≥ − ε8
(sellise funktsiooni graafiku näide on joonisel 26.1 (a)).
Siis
a(t)g(x, t) = g(x, t), a(t)h(x, t) = h(x, t). (26.2.18)
Konvolutsiooni definitsiooni (25.2.11) kohaselt
〈g ∗ h, ϕ〉 = lim
k→∞
〈g(x, t) · h(y, s), ek(x, y, t, s)ϕ(x+ y, t+ s)〉,
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kus ek ∈ D(R2n+2) on suvaline jada ek → 1 ruumis R2n+2.
Kasutame võrdusi (26.2.18):
〈g ∗ h, ϕ〉 = lim
k→∞
〈a(t)g(x, t) · a(s)h(y, s), ek(x, y, t, s)ϕ(x+ y, t+ s)〉
= lim
k→∞
〈g(x, t) · h(y, s), ek(x, y, t, s)a(t)a(s)ϕ(x + y, t + s)〉.
-
6







t ≥ − ε4 , s ≥ − ε4
piirkond







Joonis 26.1. (a) Funktsiooni a(t) graafik. (b) Tingimust (26.2.19) rahuldavaid koor-
dinaate t, s ei leidu.
Paneme tähele, et funktsiooni a(t)a(s)ϕ(x+ y, t+ s) kandja peab sisalduma hulgas
{
(x, y, t, s) ∈ R2n+2 : x ∈ Rn, y ∈ Rn, t ≥ − ε4 , s ≥ −
ε
4 , t+ s ≤ −ε
}
. (26.2.19)
Kuid see on tühi hulk (joonis 26.1 (b)). Järelikult a(t)a(s)ϕ(x + y, t + s) ≡ 0 ja
〈g ∗ h, ϕ〉 = 0.
Lemma on tõestatud.
Distributsioonid E(x, t), f(x, t) ja u0(x) · δ(t) võrduvad t < 0 korral nulliga. Seega
konvolutsioonide
V (x, t) = E(x, t) ∗ f(x, t), V (0)(x, t) = E(x, t) ∗ [u0(x) · δ(t)]
eksisteerimise korral distributsioon u(x, t) = V (x, t) + V (0)(x, t) rahuldab tingimust
(26.2.16) ja on üldistatud Cauchy ülesande (26.2.15), (26.2.16) lahendiks.
Distributsioone V ja V (0) nimetatakse soojuspotentsiaalideks. Soojuspotentsiaal
V on tekitatud ruumis olevate soojusallikatega, soojusallikate tiheduseks on f(x, t).
Soojuspotentsiaal V (0) on tekitatud temperatuuri algväärtusega u0(x). Seejuures
osutub, et temperatuuri algväärtuse mõju on samasugune nagu soojusallikal “tihe-
dusega” u0(x) · δ(t).
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26.2.7 Soojuspotentsiaal V
Tähistame sümboliga M järgmiste omadustega mõõtuvate funktsioonide f(x, t)
(x ∈ Rn,−∞ < t <∞) hulga (funktsioonide klassi):
1) f(x, t) = 0, kui t < 0;
2) igas ribas {x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T} on f(x, t) tõkestatud.
IlmseltM⊂ L1loc(Rn+1).
Teoreem 26.2.1. Kui f ∈M, siis soojuspotentsiaal V = E ∗ f eksisteerib, V ∈M
ning avaldub kujul














]ndξdτ (x ∈ Rn, t > 0). (26.2.20)
Kehtib võrratus
∣∣∣V (x, t)
∣∣∣ ≤ t sup
ξ∈Rn,0≤τ≤t
∣∣∣f(ξ, τ)
∣∣∣ (x ∈ Rn, t > 0). (26.2.21)











Kuna f(x, t) = 0, kui t < 0, ja E(x − ξ, t − τ) = 0, kui t − τ < 0, siis t ≤ 0 korral


















E(x − ξ, t − τ)dξdτ.
Arvestades siin võrdusega (26.2.7), saame, et
h(x, t) ≤ t sup
ξ∈Rn,0≤τ≤t
∣∣∣f(ξ, τ)
∣∣∣ (t > 0). (26.2.22)
Siit järeldub, et h ∈M ja seega on lokaalselt integreeruv.
Järelikult konvolutsioon











E(x − ξ, t − τ)f(ξ, τ)dξdτ
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eksisteerib ja on samuti lokaalselt integreeruv funktsioon. Asendades E(x, t) tema
avaldisega (26.2.6), saame siit valemi (26.2.20).
Kuna h ∈M ja
∣∣∣V (x, t)
∣∣∣ =
∣∣∣(E ∗ f)(x, t)
∣∣∣ ≤ h(x, t), (26.2.23)
siis ka V ∈M. Võrratus (26.2.21) järeldub võrratustest (26.2.23) ja (26.2.22).
Teoreem on tõestatud.
Kuna V = E ∗ f = f ∗ E , siis võib potentsiaali V panna kirja ka kujul





f(x− ξ, t− τ) 1(2a√πτ)n e
− |ξ|
2
4a2τ dξdτ (x ∈ Rn, t > 0). (26.2.24)
26.2.8 Soojuspotentsiaal V (0)
Teoreem 26.2.2. Kui u0(x) on tõkestatud funktsioon ruumis Rn, siis soojuspotent-
siaal V (0) = E ∗ [u0(x) · δ(t)] eksisteerib, kuulub klassiM ja on esitatav Poissoni
integraalina

















Kui u0 ∈ C(Rn), siis
t→ 0 + korral V (0)(x, t)→ u0(x) (x ∈ Rn). (26.2.27)
Tõestus. Defineerime funktsiooni f0(x, t) = u0(x)·Θ(t). See funktsioon on ruumis
Rn+1 tõkestatud ja võrdub nulliga t < 0 korral, mistõttu f0 ∈ M. Teoreemi 26.2.1
põhjal eksisteerib konvolutsioon E∗f0 ∈ D′(Rn+1). Siis aga eksisteerib ka ∂∂t(E∗f0) ∈
D′(Rn+1), kusjuures (punktid 25.2.4 ja 26.2.6)
∂
∂t
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Kasutame funktsiooni E ∗ f0 = E ∗ [u0(x) ·Θ(t)] kirjapanekuks valemit (26.2.24):















4a2τ dξdτ, kui t > 0,
0, kui t < 0.
Kirjutame funktsiooni E ∗ f0 jaoks välja võrratuse (26.2.21) analoogi:
|(E ∗ f0)(x, t)| ≤ t sup
ξ∈Rn,0≤τ≤t
|f0(ξ, τ)| = t sup
ξ∈Rn
|u0(ξ)| (x ∈ Rn, t > 0).
Me näeme, et lim
t→0+
(E∗f0)(x, t) = 0. Seega funktsioon (E∗f0)(x, t) on t järgi pidev igas
punktis t ∈ (−∞,∞). Lisaks on see funktsioon t > 0 ja t < 0 korral t järgi pidevalt
diferentseeruv. Järelikult üldistatud tuletis ∂
∂t
(E ∗f0) langeb nendes punktides kokku
klassikalise tuletisega ja












4a2tdξ, kui t > 0,
0, kui t < 0.
(26.2.28)


















millega on tõestatud võrratus (26.2.26) ja funktsiooni V (0)(x, t) tõkestatus. Siit jä-
reldub ka see, et V (0) ∈ M. Valemi (26.2.25) saame valemist (26.2.28) muutujate
vahetuse teel.
Paneme tähele (valem (26.2.6)), et kasutades funktsioonide konvolutsiooni muutuja
x suhtes, võime iga t > 0 korral kirjutada valemi (26.2.25) kujul
V (0)(x, t) =
∫
Rn
E(x− ξ, t)u0(ξ)dξ = (E ∗ u0)(x, t),
valemi (26.2.28) aga kujul
V (0)(x, t) =
∫
Rn
u0(x− ξ)E(ξ, t)dξ = (u0 ∗ E)(x, t) (26.2.29)
ning valemite (26.2.25) ja (26.2.28) samaväärsus järeldub konvolutsiooni kommuta-
tiivsusest.
Tõestame koondumise (26.2.27).
Arvestades valemeid (26.2.29) ja (26.2.7), võime kirjutada, et
V (0)(x, t)− u0(x) =
∫
Rn
E(ξ, t)[u0(x− ξ)− u0(x)]dξ
ning märkust 26.2.2 arvestades leiab koondumine (26.2.27) tõepoolest aset.
Teoreem on tõestatud.
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26.2.9 Üldistatud Cauchy ülesande korrektsus
Võtame punktides 26.2.6, 26.2.7 ja 26.2.8 saadud tulemused kokku järgmises teo-
reemis.
Teoreem 26.2.3. Kui f ∈ M ja u0 on tõkestatud funktsioon ruumis Rn, siis ül-
distatud Cauchy ülesandel (26.2.15), (26.2.16) on funktsioonide klassisM parajasti
üks lahend ja see avaldub kujul
u(x, t) = V (0)(x, t) + V (x, t),
kus V ja V (0) on valemitega (26.2.20) ja (26.2.25) avalduvad funktsioonid (soojus-
potentsiaalid). Lahend sõltub pidevalt ülesande lähteandmetest järgmises mõttes:
kui
|f(x, t)− f̄(x, t)| < ε, |u0(x)− ū0(x)| < ε0 (x ∈ Rn, 0 ≤ t <∞),
siis vastavad lahendid u ja ū rahuldavad igas ribas {x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T} võrratust
|u(x, t)− ū(x, t)| ≤ Tε+ ε0. (26.2.30)
Kui u0(x) on lisaks ka pidev ruumis Rn, siis
t→ 0 + korral u(x, t)→ u0(x) igas punktis x ∈ Rn. (26.2.31)
Tõestus. Teoreemide 26.2.1 ja 26.2.2 kohaselt eksisteerivad soojuspotentsiaalid
V = E ∗ f ja V (0) = E ∗ [u0(x) · δ(t)], nad kuuluvad klassiM ja avalduvad valemi-
tega (26.2.20) ja (26.2.25). Seega üldistatud Cauchy ülesande lahend u = V + V (0)
eksisteerib klassisM.
Teoreemi 26.2.1 põhjal eksisteerib siis ka konvolutsioon E ∗ u ning seega on u teo-
reemi 26.1.2 põhjal ainus lahend klassis M. Võrratus (26.2.30) järeldub võrratus-
test (26.2.21) ja (26.2.26), kui rakendame neid soojuspotentsiaalidele, mis vasta-
vad funktsioonidele f − f̄ ja u0 − ū0. Koondumine (26.2.31) järeldub koondumisest
(26.2.27) ja võrratusest (26.2.21).
Teoreem on tõestatud.
Märkus 26.2.4. Vaatleme üldistatud Cauchy ülesandele (26.2.15), (26.2.16) vasta-
vat klassikalist Cauchy ülesannet (26.2.1), (26.2.2). Rahuldagu funktsioonid f(x, t)






(i = 1, . . . , n) on pidevad piirkonnas {x ∈ Rn, 0 ≤ t < ∞} ja
(pärast nullväärtustega jätkamist piirkonda t < 0) kuuluvad klassiM;
2) u0 on pidev ja tõkestatud ruumis Rn.
Siis funktsioon u = V (0) + V ∈M on klassikalise Cauchy ülesande (26.2.1),(26.2.2)
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(klassikaline) lahend. See lahend on ainus ja sõltub pidevalt lähteandmetest viisil,
mis on üldistatud Cauchy ülesande lahendi puhul kirjeldatud teoreemis 26.2.3.
Selle väite tõestusel me ei peatu.
Märkus 26.2.5. Cauchy ülesande {(26.2.1),(26.2.2)} lahendamist, kui n = 1, n = 2
ja n = 3 on vaadeldud III osa peatükis 20. Seal on tuletatud ka valemid (26.2.20)
ja (26.2.25), juhul kui n = 1.
26.3 Cauchy ülesanne lainevõrrandi jaoks
26.3.1 Üldistatud Cauchy ülesanne
Cauchy ülesande lainevõrrandi jaoks püstitame järgmiselt: leida piirkonnas
Rn × [0,∞) määratud funktsioon u(x, t), et
∂2u
∂t2
− a2∆u = f(x, t) (x ∈ Rn, t > 0), (26.3.1)
u(x, 0) = u0(x),
∂u
∂t
(x, 0) = u1(x) (x ∈ Rn). (26.3.2)
Siin f(x, t), u0(x) ja u1(x) on etteantud funktsioonid, a2 = const > 0.





= ∆u+ g(x, t).




∂t2 −∆ nimetatakse d’Alembert’i operaatoriks (õpiku III osa, punkt 9.6.2).
Õpiku käesolevas osas kasutame laineoperaatorit kujul ∂2
∂t2 − a2∆.
Kui lahend on siledusega
u ∈ C2(Rn × (0,∞)) ∩ C1(Rn × [0,∞)),
räägime ülesande klassikalisest lahendist. Tarvilikud tingimused klassikalise lahendi
olemasoluks on
f ∈ C(Rn × (0,∞)), u0 ∈ C1(Rn), u1 ∈ C(Rn).
Üleminek üldistatud Cauchy ülesandele toimub samamoodi nagu soojusjuhtivuse
võrrandi korral: funktsioone u(x, t) ja f(x, t) jätkatakse nullväärtustega piirkonda
t < 0 ning vaadeldakse regulaarsete distributsioonidena ruumist D′(Rn+1).
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Üldistatud Cauchy ülesanne lainevõrrandi jaoks on sõnastatav järgmiselt:
leida distributsioon u(x, t) ∈ D′(Rn+1), et
∂2u
∂t2
= a2∆u+ f(x, t) + u0(x) · δ′(t) + u1(x) · δ(t)
(x ∈ Rn, −∞ < t < ∞), (26.3.3)
u(x, t) = 0, kui t < 0, (26.3.4)
kus f(x, t) ∈ D′(Rn+1) selline, et f(x, t) = 0, kui t < 0, u0(x) ∈ D′(Rn), u1(x) ∈
D′(Rn) on etteantud distributsioonid.
Ülesande lahendamiseks võetakse kasutusele laineoperaatori ∂2
∂t2 − a2∆ fundamen-
taallahend E(x, t) ning otsitakse lahendit kujul
u(x, t) = E(x, t) ∗
[




V (x, t) = E(x, t) ∗ f(x, t),










26.3.2 Cauchy ülesande lahendid
Laineoperaatori ∂2
∂t2 − a2∆ fundamentaallahendi kuju sõltub oluliselt ruumi dimen-
sioonist n:










, kui n = 2,
Θ(t)
4πa2tδS(0,at)(x), kui n = 3.
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Meil tuleb seega eristada kolme juhtu.
Lainete levimine ruumis (n = 3)
Osutub, et kui f ∈ L1loc(R4), u0 ∈ C1(R3) ja u1 ∈ C(R3), siis üldistatud Cauchy
ülesandel (26.3.3), (26.3.4) on parajasti üks lahend ja see avaldub Kirchhoffi va-
lemiga

















u0(ξ)dS (x ∈ R3, t > 0).
Kui f ∈ C2(R3 × [0,∞)), u0 ∈ C3(R3) ja u1 ∈ C2(R3), siis u(x, t) on Cauchy
ülesande (26.3.1), (26.3.2) klassikaline lahend.
Lainete levimine tasandil (n = 2)
Cauchy ülesande {(26.3.3),(26.3.4)} lahend avaldub Poissoni valemiga

















a2t2 − |x− ξ|2
(x ∈ R2, t > 0).
Kui f ∈ C2(R2 × [0,∞)), u0 ∈ C3(R2) ja u1 ∈ C2(R2), siis u(x, t) on Cauchy
ülesande (26.3.1), (26.3.2) klassikaline lahend.
Lahend sõltub pidevalt ülesande lähteandmetest nii juhul n = 3 kui ka juhul n = 2
järgmises mõttes: kui
|f(x, t)− f̄(x, t)| < ε (x ∈ Rn, t ≥ 0),










0 (x ∈ Rn),
|u1(x)− ū1(x)| < ε1 (x ∈ Rn),
siis vastavad lahendid u(x, t) ja ū(x, t) rahuldavad igas ribas {x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T}
võrratust
|u(x, t)− ū(x, t)| ≤ T
2
2 ε+ ε0 + aTε
′
0 + Tε1.
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Lainete levimine lõpmatul keelel (n = 1)
Cauchy ülesande (26.3.3), (26.3.4) lahend avaldub d’Alembert’i valemiga










u0(x+ at) + u0(x− at)
2 (−∞ < x <∞, t > 0).
Kui f ∈ C1((−∞,∞) × [0,∞)), u0 ∈ C2(−∞,∞) ja u1 ∈ C1(−∞,∞), siis u(x, t)
on Cauchy ülesande {(26.3.1),(26.3.2)} klassikaline lahend.
Lahend sõltub pidevalt ülesande lähteandmetest järgmises mõttes: kui
|f(x, t)− f̄(x, t)| < ε (−∞ < x <∞, t ≥ 0),
|u0(x)− ū0(x)| < ε0, |u1(x)− ū1(x)| < ε1 (−∞ < x <∞),
siis vastavad lahendid u(x, t) ja ū(x, t) rahuldavad igas ribas {−∞ < x < ∞, 0 ≤
t ≤ T} võrratust
|u(x, t)− ū(x, t)| ≤ T
2
2 ε+ ε0 + Tε1.
Märkus 26.3.2. Cauchy ülesande (26.3.1), (26.3.2) lahendamist on vaadeldud III
osa peatükis 21. Seal on d’Alembert’i valem tuletatud Greeni funktsiooni mõistet
kasutades.
27. Rajaülesanne
27.1 Operaatorvõrrandi üldistatud lahend
27.1.1 Täielik normeeritud ruum
Olgu E normeeritud ruum.




iga ε > 0 korral leidub kε, et k > kε =⇒ ‖uk − u‖ < ε.
Jada {uk} ⊂ E nimetatakse Cauchy jadaks ehk fundamentaaljadaks (kirjuta-
me lim
k,k′→∞
‖uk − uk′‖ = 0), kui




‖uk − u‖ = 0, siis lim
k→∞
|‖uk‖ − ‖u‖| = 0, st {‖uk‖} on koonduv jada.
Kui lim
k,k′→∞
‖uk − uk′‖ = 0, siis lim
k,k′→∞
|‖uk‖ − ‖uk′‖| = 0, st {‖uk‖} on Cauchy jada.
Mõlemad väited järelduvad võrratusest |‖u‖ − ‖v‖| ≤ ‖u− v‖.
Iga koonduv jada on Cauchy jada. Väide järeldub võrratusest ‖uk − uk′‖ ≤ ‖uk −
u‖+ ‖u− uk′‖.
Seevastu iga Cauchy jada ei tarvitse olla koonduv.
Kui normeeritud ruumis E kõik Cauchy jadad koonduvad selle ruumi elementideks,
nimetatakse ruumi täielikuks normeeritud ruumiks ehk Banachi ruumiks.




Sellise normiga ruum C[a, b] on täielik ruum.
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Tähistame vastava normeeritud ruumi C2[a, b]. See ruum ei ole täielik.


















, kui 0 < x < 1/k,
1, kui x > 1/k,
(funktsioonide uk ja uk′ graafikud on joonisel 27.1).
6
-





Joonis 27.1. Funktsioonide uk ja uk′ graafikud.
Jada {uk} on Cauchy jada. Tõepoolest,













‖uk − uk′‖ = 0.











2k → 0, kui k →∞.
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Märkus 27.1.2. Normeeritud ruumi, mis ei ole täielik, on alati võimalik täieli-
kustada. Näite 27.1.2 korral tähendab täielikustamine kõikide integreeruva ruuduga




Saadud täielik ruum on L2(a, b).
27.1.2 Skalaarkorrutisega ruum. Hilberti ruum
Vektorruumi E nimetatakse skalaarkorrutisega ruumiks, kui igale kahele ele-
mendile u, v ∈ E on vastavusse seatud reaalarv (u, v) (skalaarkorrutis) nii, et
1◦ (u, u) ≥ 0, (u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0,
2◦ (u, v) = (v, u),
3◦ (u+ v, w) = (u,w) + (v, w),
4◦ (λu, v) = λ(u, v) (λ ∈ R1).




siis skalaarkorrutisega ruum muutub normeeritud ruumiks (punkt 24.3.1).
Normi aksioom 1◦ (‖u‖ ≥ 0, ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0) järeldub skalaarkorrutise
aksioomist 1◦ ning normi aksioom 2◦ (‖λu‖ = |λ|‖u‖) järeldub skalaarkorrutise
aksioomist 4◦.
Tõestame, et kehtib ka normi aksioom 3◦, st ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.
(a) Tõepoolest, suvalise arvu λ korral
(u+ λv, u+ λv) = (u, u) + 2λ(u, v) + λ2(v, v) ≥ 0.
Eeldades, et v 6= 0, ja valides λ = − (u,v)(v,v) , saame siit, et
(u, u)− |(u, v)|
2
(v, v) ≥ 0
ehk
|(u, v)| ≤ ‖u‖‖v‖. (27.1.1)
Kui v = 0, on võrratus (27.1.1) samuti täidetud.
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(b) Võrratust (27.1.1) kasutades saame, et
‖u+ v‖2 = (u+ v, u+ v) = (u, u) + 2(u, v) + (v, v)
≤ ‖u‖2 + 2|(u, v)| + ‖v‖2 ≤ (‖u‖ + ‖v‖)2,
ning aksioom 3◦ on seega tõestatud.
Võrratust (27.1.1) nimetatakse Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi võrratuseks.
Näitame, et skalaarkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes, st
‖uk − u‖ → 0, ‖vk − v‖ → 0 =⇒ (uk, vk)→ (u, v).
Tõepoolest,
|(uk, vk)− (u, v)| = |(uk − u, vk) + (u, vk − v)|
≤ ‖uk − u‖‖vk‖ + ‖u‖‖vk − v‖ → 0,
sest ‖uk − u‖ → 0, ‖vk‖ → ‖v‖, ‖vk − v‖ → 0.
Täielikku skalaarkorrutisega ruumi nimetatakse Hilberti ruumiks.





Seejuures ruum L2(a, b) osutub täielikuks, s.o Hilberti ruumiks.
Märkus 27.1.3. Skalaarkorrutis võimaldab sisse tuua elementide u ja v vahelise
nurga ϕ, kui kasutada valemit
cosϕ = (u, v)‖u‖‖v‖ (0 ≤ ϕ ≤ π).
Näeme, et | cosϕ| ≤ 1 ning
u = v =⇒ cosϕ = 1 =⇒ ϕ = 0; u = −v =⇒ cosϕ = −1 =⇒ ϕ = π,
(u, v) = 0 =⇒ cosϕ = 0 =⇒ ϕ = π2 .
Elemente u ja v nimetatakse ortogonaalseteks, kui (u, v) = 0.
Lemma 27.1.1. Olgu hulk D ⊂ E kõikjal tihe ruumis E. Siis
(u, v) = 0 iga v ∈ D korral ⇐⇒ u = 0.
Tõestus. Olgu (u, v) = 0 iga v ∈ D korral. Valime jada {uk} ⊂ D, et lim
k→∞
‖uk −
u‖ = 0. Siis (u, uk) = 0 iga k korral ja seetõttu (u, u) = lim
k→∞
(u, uk) = 0, st u = 0.
Tõestus vastassuunas on triviaalne.
Lemma on tõestatud.
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27.1.3 Hilberti ruumi kaasruum. Rieszi teoreem
Olgu H Hilberti ruum.
Lemma 27.1.2. Skalaarkorrutis elemendiga u ∈ H määrab ruumis H pideva li-
neaarse funktsionaali.
Tõestus. Skalaarkorrutis elemendiga u defineerib ruumis H funktsionaali
〈f, v〉 = (u, v) (v ∈ H).
See funktsionaal on lineaarne, sest
〈f, v + w〉 = (u, v + w) = (u, v) + (u,w) = 〈f, v〉+ 〈f, w〉,
〈f, λv〉 = (u, λv) = λ(u, v) = λ〈f, v〉,
ja pidev, sest
‖vk − v‖ → 0 =⇒ 〈f, vk〉 = (u, vk)→ (u, v) = 〈f, v〉.
Lemma on tõestatud.
Seega võime kirjutada: H ⊂ H∗.
Kuid on ka vastupidi.
Teoreem 27.1.1 (Rieszi teoreem). Iga Hilberti ruumis H defineeritud pideva li-
neaarse funktsionaali f ∈ H∗ korral leidub parajasti üks element u ∈ H, et
〈f, v〉 = (u, v) ∀v ∈ H korral.
Tõestusel me ei peatu.
Seega H = H∗ (täpsemalt: H ja H∗ on isomorfsed).
27.1.4 Sümmeetrilised, positiivsed, positiivselt määratud
operaatorid
Olgu Hilberti ruumis H defineeritud lineaarne operaator A, mille määramispiirkond
D(A) ⊂ H ja väärtuste piirkond R(A) ⊂ H. Kui eeldame, et operaator A on li-
neaarne, siis tema määramispiirkond D(A) on vektorruum.
Eeldame, etD(A) on kõikjal tihe ruumisH. Osutub, et kuiD(A) 6= H, siis operaator
A ei tarvitse olla tõkestatud.
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Näide 27.1.4. Olgu H = L2(−1, 1), A = ddx . Olgu D(A) = C1[−1, 1]. Siis D(A) ⊂
H ja on seal kõikjal tihe (viimane väide järeldub näiteks märkusest 25.1.3) ja väär-
tuste piirkond R(A) = C[−1, 1] ⊂ H.
Näites 27.1.2 esitatud jada {uk} kuulub määramispiirkonda D(A), jada koondub
(uk → Θ) ruumis H ja on seega tõkestatud. Samas jada
















, kui 0 < x < 1/k,
0, kui x > 1/k








Joonis 27.2. Funktsiooni Auk = u′k graafik.


























= 2k3 → ∞.
Operaatorit A nimetatakse sümmeetriliseks ehk hermiitiliseks, kui
(Au, v) = (u,Av) iga u, v ∈ D(A) korral
(vt ka III osa, paragrahv 11.2).
Sümmeetrilist operaatorit A nimetatakse positiivseks, kui
(Au, v) ≥ 0 iga u ∈ D(A) korral
ja positiivselt määratuks, kui
leidub γ2 = const > 0, et (Au, u) ≥ γ2‖u‖2 iga u ∈ D(A) korral.
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Näide 27.1.5. Olgu H = L2(a, b), A = − d
2
dx2 + α (α = const). Operaatori A
määramispiirkonna defineerime järgmiselt:
D(A) = {u ∈ C2[a, b] : u(a) = u(b) = 0}.
Hulk D(A) ⊂ L2(a, b) ja on seal kõikjal tihe (märkus 25.1.3) ning operaatori A
väärtuste piirkond R(A) ⊂ C[a, b] ⊂ L2(a, b).
Integreerides ositi, saame




















Seega operaator A on sümmeetriline.
















kui α ≥ 0, on A positiivne; kui α > 0, on A positiivselt määratud.
27.1.5 Energiaruum
(a) Olgu A positiivselt määratud operaator. Defineerime vektorruumis D(A) ska-
laarkorrutise
(u, v)A = (Au, v).
Skalaarkorrutise aksioomid (punkt 27.1.2) on täidetud. Tõepoolest,
aksioom 1◦ ((u, u)A = (Au, v) ≥ 0, (u, u)A = 0 ⇐⇒ u = 0) on täidetud, kuna A
on positiivselt määratud;
aksioom 2◦ ((u, v)A = (v, u)A) on täidetud operaatori A sümmeetrilisuse tõttu;
aksioomid 3◦ ((u+v, w)A = (u,w)A+(v, w)A) ja 4◦ ((λu, v)A = λ(u, v)A) on täidetud
operaatori A lineaarsuse tõttu.
Seega D(A) on skalaarkorrutisega ruum.
IV. Matemaatilise füüsika ülesannete üldistatud seade
Ivar-Igor Saarniit 400






Operaatori A positiivsest määratusest järeldub võrratus
‖u‖ ≤ 1
γ
‖u‖A, kui u ∈ D(A). (27.1.4)
Vaatleme Cauchy jada {uk} ⊂ D(A). Võrratusest (27.1.4) järeldub, et




Seega {uk} on Cauchy jada ka ruumis H ning ruumi H täielikkuse tõttu see jada
koondub elemendiks u ∈ H. Kuid piirelement u ei tarvitse kuuluda ruumi D(A),
kuna ruum D(A) ei tarvitse olla normi ‖ · ‖A suhtes täielik.
(b) Ruumi D(A) täielikustamine
(b1) Vaatleme kõikvõimalikke Cauchy jadasid {uk} ⊂ D(A).
Jadad {uk} ja {vk} loeme ruumis D(A) ekvivalentseteks, kui
lim
k→∞
‖uk − vk‖A = 0.
Osutub, et ruumis D(A) ekvivalentsed Cauchy jadad koonduvad ruumis H samaks
elemendiks. Tõepoolest, kui jada {uk} koondub elemendiks u, siis
‖vk − u‖ ≤ ‖vk − uk‖+ ‖uk − u‖ ≤
1
γ
‖vk − uk‖A + ‖uk − u‖ → 0.
Seega jaotuvad Cauchy jadad ruumisD(A) ekvivalentsusklassidesse ja iga klass mää-
rab ühe elemendi u ∈ H. Tähistame selliste Cauchy jadadega määratud ruumi H
elementide hulga HA. Ilmselt
D(A) ⊂ HA ⊂ H.
On lihtne näha, et
u, v ∈ HA =⇒ u+ v ∈ HA ning u ∈ HA, λ ∈ R =⇒ λu ∈ HA.
Seega hulk HA on vektorruum.
(b2) Defineerime ruumis HA skalaarkorrutise:
(u, v)A = lim
k→∞




kus {uk} ja {vk} on elemente u ja v määravad jadad.
Tõestame, et skalaarkorrutise definitsioon on korrektne.
(b2a) Piirväärtus (27.1.5) eksisteerib. Tõepoolest,
|(uk′ , vk′)A − (uk, vk)A| = |(uk′ − uk, vk′)A + (uk, vk′ − vk)A|
≤ ‖uk′ − uk‖A‖vk′‖A + ‖uk‖A‖vk′ − vk‖A → 0 (k, k′ →∞).
Seega {(uk, vk)A} on Cauchy arvjada, mis teatavasti koondub.
(b2b) Piirväärtus (27.1.5) ei sõltu jadade valikust. Tõepoolest, kui {ūk} ja {v̄k} on
mingid teised elemente u ja v määravad jadad, siis
|(uk, vk)A − (ūk, v̄k)A| = |(uk − ūk, vk)A + (ūk, vk − v̄k)A|
≤ ‖(uk − ūk‖‖vk‖A + ‖ūk‖A‖vk − v̄k‖A → 0 (k → ∞),
sest jadad {‖vk‖A} ja {‖ūk‖A} on Cauchy arvjadad ja seega tõkestatud (märkus
27.1.1).
(b2c) Piirväärtus (27.1.5) rahuldab ilmselt ka skalaarkorrutise aksioome 1◦– 4◦.
(b3) Nüüd saab ruumis HA defineerida ka normi
‖u‖A =
√
(u, u)A = lim
k→∞
√
(uk, uk)A = lim
k→∞
‖uk‖A.
(b4) Hulk D(A) on kõikjal tihe ruumis HA.
Tõepoolest, olgu {uk} ⊂ D(A) mingi elementi u ∈ HA määrav Cauchy jada. Siis
suvalise ε > 0 korral leidub kε, et selle jada liikmed rahuldavad tingimust
k,m > kε =⇒ ‖uk − um‖A < ε.
Siit aga järeldub, et
‖u− um‖A = lim
k→∞
‖uk − um‖A ≤ ε,
st elemendi u mistahes väikses ümbruses võime leida hulka D(A) kuuluva elemendi
um. Seejuures on um elementi u määrava Cauchy jada element.
Seega võime väita: kui {uk} ⊂ D(A) on elementi u ∈ HA määrav Cauchy jada, siis
lim
k→∞
‖uk − u‖A = 0.
(b5) Ruum HA on täielik.
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Tõepoolest, olgu {uk} suvaline Cauchy jada ruumis HA. Et D(A) on ruumis HA
kõikjal tihe, siis võib konstrueerida jada {vk} ⊂ D(A), et
lim
k→∞
‖uk − vk‖A = 0.
Jada {vk} on samuti Cauchy jada, sest
‖vk′ − vk‖A ≤ ‖vk′ − uk′‖A + ‖uk′ − uk‖A + ‖uk − vk‖A → 0 (k, k′ →∞).
Seega määrab jada {vk} elemendi u ∈ HA ning ‖vk − u‖A → 0. Siis aga koondub
samaks piirväärtuseks ka jada {uk}:
‖uk − u‖A ≤ ‖uk − vk‖A + ‖vk − u‖A → 0.
Ruumi HA, mis on saadud D(A) täielikustamisel, nimetatakse energiaruumiks
ehk Friedrichsi ruumiks.
Ruumi HA normi ‖ · ‖A nimetatakse energianormiks.
Järeldus 27.1.1.
D(A) ⊂ HA ⊂ H
ja sisestused on kõikjal tihedad.
Järeldus 27.1.2. Kehtib võrratus
‖u‖ ≤ 1
γ
‖u‖A, u ∈ HA. (27.1.6)
Tõepoolest, elementi u ∈ HA määrava Cauchy jada {uk} ⊂ D(A) liikmete jaoks





Et jada {uk} koondub elemendiks u nii ruumis HA kui ka ruumis H, saamegi siit
piirile k →∞ minnes võrratuse (27.1.6).
Järeldus 27.1.3. Kui u ∈ D(A), siis (u, v)A = (Au, v) iga v ∈ HA korral.
Tõepoolest, elementi v ∈ HA määrav Cauchy jada {vk} ⊂ D(A) koondub elemendiks
v nii ruumis HA kui ka ruumis H ning
(u, v)A = lim
k→∞
(u, vk)A = lim
k→∞
(Au, vk) = (Au, v).
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Näide 27.1.6 (näite 27.1.5 järg). Olgu α > 0. Operaator A = − d2
dx2 + α on siis

















Osutub, et D(A) = {u ∈ C2[a, b] : u(a) = u(b) = 0} täielikustamisel normi ‖ ·‖ järgi
saame energiaruumiks ruumi
HA = {u ∈ C[a, b] : u′ ∈ L2(a, b), u(a) = u(b) = 0}.
Märgime, et tuletist tuleb siin mõista üldistatud tuletise mõttes.
27.1.6 Operaatorvõrrandi üldistatud lahend
Vaatleme järgmist ülesannet: leida u ∈ D(A), et
Au = f, f ∈ H, (27.1.7)
kus A on positiivselt määratud operaator.
(a) Olgu f ∈ R(A). Siis leidub u∗ ∈ D(A), et Au∗ = f . Korrutame selle võrduse
läbi suvalise elemendiga v ∈ HA. Kuna (Au∗, v) = (u∗, v)A, saame, et
(u∗, v)A = (f, v) iga v ∈ HA korral. (27.1.8)
(b) Olgu f ∈ H suvaline. Skalaarkorrutis (f, v) on elementide v ∈ HA suhtes li-
neaarne. Võrratuse (27.1.6) ning skalaarkorrutise pidevuse tõttu võime väita, et
vk → v ruumis HA =⇒ vk → v ruumis H =⇒ (f, vk)→ (f, v).
Seega määrab element f ∈ H ruumis HA pideva lineaarse funktsionaali (f, ·). Rieszi
teoreemist 27.1.1 järeldub nüüd järgmine tereem.
Teoreem 27.1.2. Iga f ∈ H korral leidub parajasti üks u∗ ∈ HA, et
(u∗, v)A = (f, v) iga v ∈ HA korral. (27.1.9)
Elementi u∗ nimetatakse operaatorvõrrandi (27.1.7) üldistatud lahendiks.
Järeldus 27.1.4. Kui u∗ ∈ D(A), siis Au∗ = f .
IV. Matemaatilise füüsika ülesannete üldistatud seade
Ivar-Igor Saarniit 404
Tõepoolest, arvestades järeldust 27.1.3, võime võrduse (27.1.9) kirjutada kujul
(Au∗, v) = (f, v) ehk (Au∗ − f, v) = 0 iga v ∈ HA korral.
Väide järeldub nüüd lemmast 27.1.1.
Võrdusest (27.1.9) ja võrratusest (27.1.6) saame üldistatud lahendi jaoks hinnangud







Järeldus 27.1.5. Kehtivad võrratused




Näide 27.1.7 (näidete 27.1.5 ja 27.1.6 järg). Operaatorvõrrandile (27.1.7) vastab




−u′′ + αu = f(x) (a < x < b),
u(a) = u(b) = 0.
Teoreem 27.1.2 ja järeldus 27.1.4 annavad järgmise tulemuse.
Iga f ∈ L2(a, b) korral leidub parajasti üks funktsioon










f(x)v(x)dx iga v ∈ HA korral.
Kui seejuures u∗ ∈ C2[a, b], siis −u′′∗ + αu∗ = f(x) (a < x < b).
27.2 Rajaülesande üldistatud lahend
27.2.1 Greeni valemid
Järgnevates punktides me eeldame, et piirkond Ω ⊂ Rn on tõkestatud ja n ≥ 2
korral nn koonuse omadusega, st et leidub kindla kõrguse ja tipunurgaga ringkoonus,
mille tipu saab paigutada piirkonna igasse rajapunkti nii, et koonuse sisemus asub


















Joonis 27.3. Koonuse omadusega piirkond Ω.
























































See on I Greeni valem.
Lemma 27.2.1. I Greeni valem kehtib ka siis, kui u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄).
Näide 27.2.1. Funktsiooni u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) näiteks on funktsioon
u(x, y) = (x2 + y2)ln
√
x2 + y2 = r2lnr (r =
√
x2 + y2),
kui piirkonnaks Ω on ühikruut Ω = {(x, y) : 0 < x, y < 1} ⊂ R2. Punktis (0, 0) on
funktsioon ja tema esimesed tuletised pidevad, kuid teised tuletised on tõkestamata.
Lemma tõestus. Probleem on selles, et lemma eeldusel ∂u
∂xi
/∈ C1(Ω̄) ja me ei saa
enam ositi integreerida nii, nagu me seda eespool tegime.
Moodustame piirkonna Ωε ⊂ Ω, mille raja Γε on rajast Γ kaugusel ε > 0 (joonis
27.4).













Joonis 27.4. Piirkond Ωε ⊂ Ω.




















Läheme valemis (27.2.2) piirile ε→ 0. Et u, v ∈ C1(Ω̄), siis valemi (27.2.2) paremal



























































Lahutades sellest võrdusest võrduse (27.2.1), saame
∫
Ω










See on II Greeni valem.
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27.2.2 Rajaülesande esitus operaatorvõrrandina
Olgu antud piirkond Ω ⊂ Rn tükiti sileda rajaga Γ = Γ1 ∪Γ2, kus Γ1 ∩Γ2 = ∅. Raja






















Joonis 27.5. Piirkonna Ω raja osad Γ1 ja Γ2 ei ole sidusad.
Vaatleme järgmist rajaülesannet: leida funktsioon u(x), et










kus α, β = const ≥ 0, f ∈ L2(Ω).
Märkus 27.2.1. Juhul kui α = 0, on tegemist Poissoni võrrandiga −∆u = f(x).
Kui α > 0, nimetatakse võrrandit modifitseeritud Helmholtzi võrrandiks (I osa,
paragrahv 2.4 ja III osa, punkt 9.6.3).
Olukorda, kus α > 0, on hõlbus selgitada juhul, kui ruumi dimensioon n = 2.








kus u = u(x1, x2) on temperatuur plaadi punktis (x1, x2) ja g(x1, x2) on soojusalli-
kate tihedus selles punktis. Kui plaadi pind ei ole täielikult isoleeritud, siis toimub
läbi pinna soojusvahetus väliskeskkonnaga ning
g(x1, x2) = α[u0(x1, x2)− u(x1, x2)] + fs(x1, x2),
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kus u0(x1, x2) on välistemperatuur (me eeldame, et välistemperatuur mõlemal pool
plaati on ühesugune), α = const > 0 on soojusvahetuse kordaja ja fs(x1, x2) on
plaadi sisemiste soojusallikate tihedus. Seega funktsioon u(x1, x2) rahuldab võrran-
dit
−∆u+ αu = αu0(x1, x2) + fs(x1, x2),
st võrrandit (27.2.4), kus α > 0 ning f = αu0 + fs.
Märkus 27.2.2.
Kui Γ = Γ1 (st Γ2 = ∅), saame esimest liiki ehk Dirichlet’ ülesande.
Kui Γ = Γ2 (st Γ1 = ∅) ja β = 0, saame teist liiki ehk Neumanni ülesande.
Kui Γ = Γ2 (st Γ1 = ∅) ja β > 0, saame kolmandat liiki ehk Robini ülesande.
Märkus 27.2.3. See, et rajatingimused (27.2.5) on homogeensed, ei kitsenda järg-
nevate arutluste üldisust. Mittehomogeensed rajatingimused on teisendatavad ho-
mogeenseteks rajatingimusteks (vt näiteks III osa, peatükk 15).
Kui ülesande (27.2.4), (27.2.5) lahend u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄), räägime klassikalisest
lahendist. Tingimus u ∈ C2(Ω) tagab klassikaliste tuletiste eksisteerimise võrrandi
(27.2.4) vasakul poolel. Tingimus u ∈ C1(Ω̄) määrab rajatingimuste (27.2.5) sisu.
Tarvilik tingimus klassikalise lahendi olemasoluks on f ∈ C(Ω).
Märkus 27.2.4. On oluline, et klassikaline lahend u ∈ C2(Ω), mitte u ∈ C2(Ω̄).
Tõepoolest, vaatleme järgmist näidet. Piirkonnaks Ω olgu ühikruut, st Ω = {(x1, x2) :



















= 1 (x1, x2) ∈ Ω,
u = 0 (x1, x2) ∈ Γ.
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Rajatingimusest järeldub, et ruudu külgedel kehtivad võrdused
∂2u
∂x21
= 0, kui x2 = 0 või x2 = 1;
∂2u
∂x22
= 0, kui x1 = 0 või x1 = 1.








Seega ülesande lahend ei saa kuuluda ruumi C2(Ω̄), sest sel juhul peaks ta rahuldama
võrrandit kõigis raja Γ punktides, seega ka ruudu nurkades.
Osutub, et selle ülesande lahend käitub ruudu nurkades nagu näites 27.2.1 toodud
funktsioon r2lnr, kus r on kaugus ruudu nurgast. Lahend ise ja tema esimesed
tuletised on nurgapunktides pidevad, kuid teised tuletised on tõkestamata.
Seame eesmärgiks esitada ülesanne (27.2.4), (27.2.5) operaatorvõrrandina (27.1.7).
Valime ruumi H järgmiselt: H = L2(Ω). Defineerime operaatori















Märkus 27.2.5. Operaatori A määramispiirkond peab olema vektorruum (punkt
27.1.4), selleks ongi rajatingimuste homogeensus tarvilik.
Operaatori A määramispiirkond D(A) on ruumis L2(Ω) kõikjal tihe, sest D(Ω) ⊂
D(A) ja on ruumis L2(Ω) kõikjal tihe (märkus 25.1.3).
Operaatori A väärtuste piirkond R(A) ⊂ C(Ω̄) ⊂ L2(Ω).
27.2.3 Diferentsiaaloperaatori −∆ + α omadused
Olgu antud funktsioonid u, v ∈ D(A). Kasutades I Greeni valemit, saame
(Au, v) = −
∫
Ω
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1◦ (Au, v) = (u,Av) iga u, v ∈ D(A) korral, st operaator A = −∆ + α on
sümmeetriline.



















2◦ (Au, u) ≥ 0 iga u ∈ D(A) korral, st operaator A = −∆ + α on positiivne.
27.2.4 Operaatori −∆ + α positiivne määratus. Friedrichsi
võrratus
(a) Olgu α > 0. Valemist (27.2.7) järeldub, et




st operaator A = −∆ + α on positiivselt määratud.
(b) Olgu α = 0. Tegemist on Poissoni võrrandiga
−∆u = f(x).

















kus κ = const > 0.
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Tõestus. Suleme piirkonna Ω kuupi
K = {x : αi > xi > αi + d, i = 1, . . . , n}





u(x), kui x ∈ Ω,














Joonis 27.7. Kui n = 2, siis piirkond Ω on suletud ruutu K.
Kuna ū ∈ C(K̄) ja ∂ū
∂xi




































Viimane integraal selles võrratuste ahelas ei sõltu muutujast xi. Seetõttu, integree-









































dx (i = 1, . . . , n),


















st kehtib võrratus (27.2.8), kus κ = d22n .
Lemma on tõestatud.
Järeldus 27.2.1. Kui Γ = Γ1, st tegemist on Dirichlet’ ülesandega, siis operaator
A = −∆ + α on positiivselt määratud ka α = 0 korral.


















Võtame saadud tulemused kokku operaatori A kolmanda omadusena
3◦ Kui on täidetud vähemalt üks tingimustest
1) α > 0 või 2) Γ = Γ1 (Dirichlet’ rajatingimus),
siis operaator A = −∆ + α on positiivselt määratud.
Märkus 27.2.6. Osutub, et Friedrichsi võrratuse kehtimiseks piisab, kui u(x) = 0
raja Γ positiivse mõõduga osal. Seega võib väita, et operaator A on positiivselt
määratud, kui on täidetud vähemalt üks tingimustest:
1) α > 0 või 2) raja osa Γ1 mõõt on positiivne.
Väite tõestusel me ei peatu.
27.2.5 Sobolevi ruumid Hk(Ω)
Näide 27.2.2. Tuletame meelde näidet 27.1.6. Operaatori A = − d2
dx2 + α ener-
giaruumiks rajatingimustel u(a) = u(b) = 0 on
HA = {u ∈ C[a, b] : u′ ∈ L2(a, b), u(a) = u(b) = 0}
= {u : u, u′ ∈ L2(a, b), u(a) = u(b) = 0},
kus tuletist tuleb mõista üldistatud tuletise mõttes.
413 27. Rajaülesanne
Olgu antud tõkestatud piirkond Ω ⊂ Rn tükiti sileda rajaga Γ.
Sobolevi ruum Hk(Ω) defineeritakse järgmiselt:
Hk(Ω) = {u : Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ k},
kus Dαu on üldistatud tuletised.

















Tõestusel me ei peatu.
Märkus 27.2.7. Et H0(Ω) = L2(Ω), siis kasutame edaspidi ruumi L2(Ω) skalaar-












Märkus 27.2.8. Järgnevas on meie jaoks oluline Sobolevi ruum
H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) :
∂u
∂xi
∈ L2(Ω) (i = 1, . . . , n)
}
,































Sobolevi ruumide teoorias on oluline koht nn sisalduvusteoreemidel ja teoreemi-
del jäljest.
(a) Esimene küsimus on, millal ruumi Hk(Ω) kuuluvad funktsioonid on piirkonna
Ω sulundis pidevad. Küsimus on õigustatud, sest näiteks funktsioonid u ∈ H0(Ω) =
L2(Ω) ei tarvitse olla hulgas Ω̄ pidevad.
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Näide 27.2.3. Vaatleme piirkonnas Ω = (−1, 1) funktsiooni u(x) = |x|−α, kus







x−2αdx = 21− 2α <∞,
kuid lõigul [−1, 1] pidev ei ole ja on koguni tõkestamata.
Teoreem 27.2.1 (sisalduvusteoreem). Kui u ∈ Hk(Ω) ja k > n2 +m, siis funktsioon
u (vajaduse korral muudetuna hulgal mõõduga null) kuulub ruumi Cm(Ω̄) ning
leidub funktsioonist u mittesõltuv konstant M , et
‖u‖Cm(Ω̄) ≤M‖u‖k.
Teoreemi tõestusel me ei peatu.
Näide 27.2.4. Näiteks kehtivad järgmised sisalduvused:
kui n = 1, siis Hk(Ω) ⊂ C(Ω̄), kui k = 1, 2, . . .;
kui n = 2, siis Hk(Ω) ⊂ C(Ω̄), kui k = 2, 3, . . ..
(b) Teine küsimus on seotud ruumi Hk(Ω) kuuluva funktsiooni väärtustega mingil
((n−1)-mõõtmelisel) pinnal Γ ⊂ Ω̄ (näiteks piirkonna Ω rajapinnal), s.o funktsiooni
ahendiga ehk jäljega pinnal Γ.
Näide 27.2.5. Olgu Ω = (0, 1)× (−1, 1) ⊂ R2 ja u = u(x) = u(x1, x2) = x21 − x2.
1. Vaatleme joont Γ1 = {x = (x1, 0) : 0 ≤ x1 ≤ 1} ⊂ Ω̄ (joonis 27.8 (a)).




= x21, 0 ≤ x1 ≤ 1.
Kui võtta argumendiks kaugus t joone Γ1 vasakpoolsest otspunktist, saame funkt-




= t2, 0 ≤ t ≤ 1
(jälje graafik on joonisel 27.8 (b)). Jälg on lõpmatult diferentseeruv funktsioon.
2. Olgu Γ2 = {x = (1, x2) : 0 ≤ x2 ≤ 1} ja vaatleme funktsiooni u jälge joonel








x21, kui x ∈ Γ1,









t2, kui 0 ≤ t ≤ 1,
2− t, kui 1 ≤ t ≤ 2,
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(jälje graafik on joonisel 27.8 (d)). Jälg ei ole enam lõpmatult diferentseeruv.
Paneme tähele, et Γ1 ∈ C∞, Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∈ C (punkt 24.2.2). Nagu näha, sõltub


































Joonis 27.8. (a) Joon Γ1. (b) Funktsiooni u jälje graafik joonel Γ1. (c) Joon Γ =
Γ1 ∪ Γ2. (d) Funktsiooni u jälje graafik joonel Γ.
3. Kui u ∈ L2(Ω), siis võib jälg olla üldse mitte määratud. Vaatleme näiteks





















Olgu antud (n− 1)-mõõtmeline pind Γ ⊂ Ω̄ ⊂ Rn (näiteks piirkonna Ω rajapind või
selle osa).
Teoreem 27.2.2 (teoreem jäljest). Kui u ∈ Hk(Ω), Γ ∈ Ck ja k ≥ 1, siis |α| ≤ k−1





2 ≤ c · ‖u‖k.
Teoreemi tõestusel me ei peatu.





ja pindadel Γj ei ole ühisosa või nende ühisosa mõõt on null, siis tuletisel Dαu on








|Dαu|2dΓ ≤ m · c2 · ‖u‖2k = M2‖u‖2k.
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Järeldus 27.2.3 (erijuht k = 1). Kui u ∈ H1(Ω), pind Γ on tükiti sile, st koosneb







27.2.6 Operaatori −∆ + α energiaruum
Eeldame, et on täidetud vähemalt üks tingimustest:
1) α > 0 või 2) Γ = Γ1.
























































st leiduvad c1, c2 = const > 0, et
c1‖u‖1 ≤ ‖u‖A ≤ c2‖u‖1 iga u ∈ D(A) korral. (27.2.11)
Tõestus














|u|2dx ≥ min(1, α)‖u‖21 = c21‖u‖21.
Kasutades järelduses 27.2.3 esitatud võrratust (27.2.9), saame, et
‖u‖2A ≤ max(1, α) · ‖u‖21 + β
∫
Γ2
|u|2dΓ ≤ max(1, α) · ‖u‖21 + βM2‖u‖21 = c22‖u‖21.
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Peale selle on operaator A positiivselt määratud (punkt 27.2.4), st leidub γ2 =
const > 0, et
























c21‖u‖21 ≤ ‖u‖2A, kus c21 =
γ2
1 + γ2 .
Järeldus 27.2.4. EnergiaruumiHA saamiseks võib vektorruumiD(A) täielikustada
ka normi ‖ · ‖1 järgi. Et H1(Ω) on täielik, siis
HA ⊂ H1(Ω).
Energiaruumi skalaarkorrutis ja energianorm defineeritakse teatavasti võrdustega
(u, v)A = lim
k→∞




kus {uk}, {vk} ⊂ D(A) on elemente u ja v määravad Cauchy jadad (punkt 27.1.5).
Järeldusest 27.2.4 tuleneb, et
lim
k→∞
‖uk − u‖1 = 0, lim
k→∞
‖vk − v‖1 = 0.























dx (i = 1, . . . , n).
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Me oleme jõudnud järgmise tulemuseni.
Järeldus 27.2.5. Ka ruumis HA saab normi defineerida valemiga (27.2.10), kus-
juures normid ‖ · ‖A ja ‖ · ‖1 on ka selles ruumis ekvivalentsed, st
c1‖u‖1 ≤ ‖u‖A ≤ c2‖u‖1 iga u ∈ HA korral. (27.2.12)
Järeldus 27.2.6 (rajatingimuste mõju). Kui u ∈ HA, siis u
∣∣∣
Γ1
= 0 peaaegu kõikjal.























ei tarvitse määratud olla.
Seega
HA ⊂ {u ∈ H1(Ω) : u
∣∣∣
Γ1
= 0 peaaegu kõikjal}.
Vaatleme erijuhtu Γ = Γ1. Osutub, et
HA = {u ∈ H1(Ω) : u
∣∣∣
Γ
= 0 peaaegu kõikjal}.
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27.2.7 Rajaülesande üldistatud lahend
(a) Teoreemist 27.1.2 järeldub järgmine teoreem.
Teoreem 27.2.3. Olgu täidetud vähemalt üks tingimustest
1) α > 0 või 2) Γ = Γ1.



















fvdx iga v ∈ HA korral, (27.2.13)
kus HA on operaatori A = −∆ + α energiaruum rajatingimuste (27.2.5) korral.
Funktsiooni u∗ nimetatakse rajaülesande (27.2.4),(27.2.5) üldistatud lahendiks.
Ülesannet leida u∗ ∈ HA, mis rahuldab tingimust (27.2.13) nimetatakse rajaülesande
(27.2.4),(27.2.5) variatsioonseadeks.
(b) Üldistatud lahendi seos rajaülesandega (27.2.4),(27.2.5).
1◦ Üldistatud lahend u∗ rahuldab võrrandit (27.2.4) distributsioonide mõttes, st
〈−∆u∗ + αu∗, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 iga ϕ ∈ D(Ω) korral.
Tõestus. Kui ϕ ∈ D(Ω), siis ϕ ∈ D(A) ⊂ HA ja võrdus (27.2.13) kehtib ka iga
ϕ ∈ D(Ω) korral. Arvestades järeldust 25.1.1































+ α〈u∗, ϕ〉 = 〈−∆u∗ + αu∗, ϕ〉.
2◦ Funktsioon u∗(x) = 0 peaaegu kõikjal pinnal Γ1 (järeldus 27.2.6).




Selle omaduse tõestusel me ei peatu.
4◦ Kehtib hinnang
‖u∗‖1 ≤ const‖f‖0.
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Ülesanne 27.2.1. Tõestada omadus 4◦, toetudes võrratusele (27.1.10).
Järeldus 27.2.7. Omadusest 4◦ järeldub üldistatud lahendi pidev sõltuvus võrrandi
(27.2.4) vabaliikmest.
Tõepoolest, tähistades vabaliikmele f̃(x) vastava üldistatud lahendi ũ∗ , saame
‖f − f̃‖0 < ε =⇒ ‖u∗ − ũ∗‖1 ≤ const · ε.
Seega me võime rääkida rajaülesande (27.2.4),(27.2.5) korrektsest seadest.
Märkus 27.2.9. Teoreemi 27.2.3 teist eeldust võib nõrgendada. Teoreemi kehti-
miseks piisab, kui nõuda, et Dirichlet’ rajatingimus u(x) = 0 oleks täidetud posi-
tiivse mõõduga rajaosal Γ1 (märkus 27.2.6).
28. Segaülesanne
28.1 Omaväärtusülesanne elliptilist tüüpi operaa-
tori jaoks
28.1.1 Fourier’ read






1, kui k = l,
0, kui k 6= l,
st kui süsteemi elemendid on paarikaupa ortogonaalsed ja ‖ϕk‖ = 1.
Ortonormeeritud süsteem on lineaarselt sõltumatu.
Tõepoolest, valime süsteemist (vajadusel muutes elementide järjekorda) lõpliku arvu









= αj(ϕj, ϕj) = αj = 0 (j = 1, . . . , n).
Ka vastupidi: iga lineaarselt sõltumatut süsteemi {ψk}mk=1 (m ≤ ∞) saab muuta













2 , kui k = j,
0, kui k 6= j
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(k = 1, 2, . . .)
on ruumides C2[0, l] ja L2(0, l) ortonormeeritud.







(k = 1, 2, . . .)
on ruumides C2[0, l] ja L2(0, l) samuti ortonormeeritud.




nimetatakse elemendi u ∈ H Fourier’ reaks. Arve (u, ϕk) nimetatakse elemendi u
Fourier’ kordajateks.
































































(u, ϕk)2 ≤ ‖u‖2,
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(u, ϕk)2 ≥ 0.
Järeldus 28.1.1. Kehtib Besseli võrratus:
∞∑
k=1
(u, ϕk)2 ≤ ‖u‖2. (28.1.2)





parajasti siis, kui kehtib Parsevali võrdus
∞∑
k=1
(u, ϕk)2 = ‖u‖2. (28.1.3)
Kui iga elemendi u ∈ H Fourier’ rida koondub, siis ortonormeeritud süsteemi
{ϕk}∞k=1 nimetatakse täielikuks.
Järeldus 28.1.3. Täieliku ortonormeeritud süsteemi korral kehtib väide
(u, ϕk) = 0 iga k korral ⇐⇒ u = 0.













(k = 1, 2, . . .)
on täielikud ortonormeeritud süsteemid ruumis L2(0, l). Tõestusel me ei peatu.
28.1.2 Omaväärtusülesanne sümmeetrilise operaatori jaoks
Olgu reaalses Hilberti ruumis H defineeritud lineaarne operaator A : D(A)→ R(A),
D(A) ⊂ H, R(A) ⊂ H.
Eeldame, et D(A) on kõikjal tihe ruumis H.
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Vaatleme omaväärtusülesannet operaatori A jaoks: leida arvud λ, mille korral
võrrandil
Au = λu (28.1.4)
on mittetriviaalseid lahendeid u ∈ D(A).
Selliseid arve λ nimetame operaatori A omaväärtusteks, lahendeid u aga operaa-
tori A omaelementideks ehk omavektoriteks.
Märkus 28.1.1. Omaväärtusülesannet ühe konkreetse diferentsiaaloperaatori jaoks
on käsitletud III osa peatükis 11.
Märkus 28.1.2. Reaalarvuline ruutmaatriks määrab teatavasti lineaarse operaatori
reaalses Hilberti ruumis Rn. Samas selle maatriksi omaväärtused ja omavektorid
võivad olla komplekssed.
Arvestades märkust 28.1.2, konstrueerime, lähtudes ruumist H, kompleksse Hilberti
ruumi
H ′ = {u = u1 + iu2 : u1, u2 ∈ H}
skalaarkorrutisega





Ülesanne 28.1.2. Kontrollida, et on täidetud kompleksse Hilberti ruumi skalaar-
korrutise aksioomid:
1◦ (u, u)′ = (u1, u1) + (u2, u2) ≥ 0, (u, u)′ = 0 ⇐⇒ u = 0;
2◦ (u, v)′ = (v, u)′;
3◦ (u+ v, w)′ = (u,w)′ + (v, w)′;
4◦ (λu, v)′ = λ(u, v)′.
Kuna operaator A on lineaarne, siis saame laiendada ta ruumi H ′ järgmiselt:
Au = A(u1 + iu2) = Au1 + iAu2.
Operaatori A määramispiirkonnaks on hulk
D(A) = {u = u1 + iu2 : u1, u2 ∈ D(A) ⊂ H}.
Nüüd võime sõnastada omaväärtusülesande operaatori A jaoks järgmiselt: leida ar-
vud λ ∈ C, mille korral võrrandil (28.1.4) on mittetriviaalseid lahendeid u ∈ D(A).
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Lemma 28.1.1. Sümmeetrilise operaatori omaväärtused on reaalsed.
Tõestus. Olgu Au = λu, kus λ ∈ C ja u = u1 + iu2 6= 0. Siis
(Au, u)′ = λ(u, u)′ =⇒ λ = (Au, u)
′
(u, u)′ .
Paneme tähele, et murru nimetaja (u, u)′ > 0, st on reaalarv.
Operaatori A sümmeetrilisuse tõttu saame, et ka murru lugeja on reaalarv:
(Au, u)′ = (Au1, u1) + (Au2, u2) + i[(Au2, u1)− (Au1, u2)]
= (Au1, u1) + (Au2, u2) ∈ R.
Lemma on tõestatud.
Järeldus 28.1.4. Positiivse operaatori omaväärtused on mittenegatiivsed, positiiv-
selt määratud operaatori omaväärtused on positiivsed.
Järeldus 28.1.5. Sümmeetrilise operaatori omaelemente võib lugeda ruumi H kuu-
luvaiks, st reaalseteks.
Tõestus. Vastaku omaväärtusele λ ∈ R omaelement u = u1 + iu2, kus u1, u2 ∈ H
ning u2 6= 0. Siis
Au1 + iAu2 = λ(u1 + iu2) = λu1 + iλu2 =⇒ Au1 = λu1, Au2 = λu2.
Seega u2 ∈ H on operaatori A omaelement. Kui u1 6= 0, siis ka u1 ∈ H on operaatori
A omaelement.
Järeldus 28.1.6. Sümmeetrilise operaatori omaväärtusülesannete uurimisel me või-
me piirduda ruumidega R ja H.
Lemma 28.1.2. Sümmeetrilise operaatori erinevatele omaväärtustele vastavad oma-
elemendid on ortogonaalsed.
Tõestus. Vastaku
omaväärtusele λ1 ∈ R omaelement u1 ∈ H, st Au1 = λ1u1 ja u1 6= 0;
omaväärtusele λ2 ∈ R omaelement u2 ∈ H, st Au2 = λ2u2 ja u2 6= 0;
ning λ1 6= λ2. Siis
(Au1, u2) = λ1(u1, u2),
(Au2, u1) = λ2(u2, u1).
Lahutades esimesest võrdusest teise, saame operaatori A sümmeetrilisuse tõttu, et
(Au1, u2)− (Au2, u1) = (λ1 − λ2)(u1, u2) = 0.
Kuna λ1 − λ2 6= 0, siis (u1, u2) = 0.
Lemma on tõestatud.
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Märkus 28.1.3. Kui (kordsele) omaväärtusele vastab mitu lineaarselt sõltumatut
omaelementi, siis saab neid ortogonaliseerida (punkt 28.1.1).
Järeldus 28.1.7. Võime lugeda, et sümmeetrilise operaatori omaelemendid moo-
dustavad ruumis H ortonormeeritud süsteemi.
Näide 28.1.4. Olgu H = L2(0, l), A = − d
2
dx2 ,
D(A) = {u ∈ C2[0, l] : u(0) = u(l) = 0} ⊂ L2(0, l), R(A) ⊂ C[0, l] ⊂ L2(0, l).





dx2 = λu (0 < x < l),
u(0) = u(l) = 0
on mittetriviaalne lahend u ∈ C2[0, l].
Operaator − d2















(k = 1, 2, . . .)
moodustavad ruumis H = L2(0, l) ortonormeeritud süsteemi (näide 28.1.1).
28.1.3 Operaatori −∆ + α omaväärtusülesanne
Olgu antud tõkestatud piirkond Ω ⊂ Rn tükiti sileda rajaga Γ = Γ1 ∪ Γ2, kus
Γ1 ∩ Γ2 = ∅. Raja osad Γ1 ja Γ2 ei tarvitse olla sidusad (joonis 28.1). Olgu ν
välisnormaal rajal Γ.
Vaatleme omaväärtusülesannet: leida arv λ, mille korral rajaülesandel










(α, β = const ≥ 0) on mittetriviaalseid lahendeid u ∈ C2(Ω̄).
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Ülesanne (28.1.5), (28.1.6) on esitatav operaatorvõrrandina (28.1.4), kus
H = L2(Ω), A = −∆ + α,
D(A) =
{
































Joonis 28.1. Piirkond Ω rajaga Γ = Γ1 ∪ Γ2.
Operaator A on sümmeetriline ja positiivne ning teatavatel lisaeeldustel ka positiiv-
selt määratud (punktid 27.2.3 ja 27.2.4). Seega tema omaväärtuste kohta kehtib
punktis 28.1.2 öeldu:
λ ≥ 0;
kui α > 0 või Γ = Γ1, siis λ > 0.
Märkus 28.1.4. Võrrandi (28.1.5) saab kirjutada ümber kujul
−∆u = (λ− α)u
ehk, kui λ on operaatori−∆+α omaväärtus, siis λ−α on operaatori−∆ omaväärtus.
Et operaator −∆ on positiivne, siis λ ≥ α.
Täpsemalt aga on operaatoril −∆ + α peale punktides 27.2.3 ja 27.2.4 tõestatud
omaduste 1◦, 2◦ ja 3◦ veel omadus
4◦ λ = 0 on operaatori −∆ + α omaväärtuseks rajatingimustel (28.1.6) pa-
rajasti siis, kui α = 0, Γ = Γ2 ja β = 0. Seejuures on vastav omafunktsioon
u0 ≡ const 6= 0.
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Tõestus.
(a) Olgu α = 0, Γ = Γ2 ja β = 0. Siis ülesanne (28.1.5), (28.1.6) on kujul






Tegemist on Laplace’i operaatori omaväärtusülesandega Neumanni rajatingimuste
korral ning λ = 0 korral on tal mittetriviaalne lahend u0 ≡ const 6= 0. Seega λ = 0
on operaatori −∆ omaväärtus.
(b) Olgu λ = 0 operaatori −∆+α omaväärtus ja u0 ∈ D(A) vastav omafunktsioon,
st




























≡ 0 =⇒ ∂u0
∂xi
≡ 0 (i = 1, . . . , n) =⇒ u0 ≡ const 6= 0 =⇒ Γ1 = ∅,
järelikult Γ = Γ2;
2) α|u0|2 ≡ 0, järelikult α = 0;
3) β|u0|2 ≡ 0, järelikult β = 0.
Omadus 4◦ on tõestatud.
Teoreem 28.1.1. Olgu täidetud vähemalt üks tingimustest:
α > 0 või Γ = Γ1.
Siis operaatoril A = −∆ + α on rajatingimustel (28.1.6) loenduv hulk positiivseid
omaväärtusi λk, millel ei ole lõplikku kuhjumispunkti, st
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , lim
k→∞
λk = +∞.
Vastavad omafunktsioonid ϕk ∈ D(A) on reaalsed ning neid võib lugeda ortonor-
meerituteks ruumis L2(Ω). Nad moodustavad ruumis L2(Ω) täieliku süsteemi, st iga



















Mitu teoreemi väidet on tõestatud punktis 28.1.2. Teoreemi täielikul tõestusel me
ei peatu.
28.2 Lainevõrrandi segaülesande üldistatud
lahend
28.2.1 Reaalmuutuja abstraktsed funktsioonid
Selles punktis vaatleme funktsioonide ruume, mida on mugav kasutada Fourier’
meetodi rakendamisel tekkivate funktsionaalridade koonduvuse uurimisel.
Näide 28.2.1. Olgu ristkülikul [0, l]×[0, T ] (joonis 28.2 (a)) defineeritud funktsioon
v(x, t). Sellist funktsiooni võib vaadelda järgmiste ruumide elemendina:
C([0, l]× [0, T ]), ‖v‖ = max
0≤x≤l,0≤t≤T
|v(x, t)|;


















See tähendab, et funktsionaalset sõltuvust (x, t) 7→ v(x, t) vaadeldakse järgmise





Näited (ristkülikuks on [0, 1]× [0, 2])
1. Vaatleme funktsiooni v(x, t) = tx2 (funktsiooni v(·, t) graafikud erinevate t väär-
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2. Vaatleme funktsiooni v(x, t) = xt (funktsiooni v(·, t) graafikud erinevate t väär-







































Joonis 28.2. (a) Ristkülik [0, l]× [0, T ]. (b) Funktsiooni v(x, t) = tx2 graafikud.
(c) Funktsiooni v(x, t) = xt graafikud.
Olgu antud normeeritud ruum E ja hulk S ⊂ R1. Kui igale arvule t ∈ S seatakse
mingi eeskirja järgi vastavusse üks ja ainult üks element u(t) ∈ E, siis öeldakse, et
hulgas S on defineeritud (reaalmuutuja t) abstraktne funktsioon u väärtustega
ruumis E.
Tähistame ruumi E normi ‖ · ‖E.
Abstraktset funktsiooni u nimetatakse pidevaks punktis t0 ∈ S, kui
lim
t→t0
‖u(t)− u(t0)‖E = 0.
Abstraktset funktsiooni u nimetatakse pidevaks hulgas S, kui ta on pidev hulga
S igas punktis. Seda tähistame u ∈ C(S;E).
Olgu hulgaks S lõik [0, T ]. Vaatleme funktsioone u ∈ C([0, T ];E). Kuna
∣∣∣‖u(t′)‖E − ‖u(t)‖E
∣∣∣ ≤ ‖u(t′)− u(t)‖E,
siis ‖u(·)‖E ∈ C[0, T ], leidub max0≤t≤T ‖u(t)‖E ning ruumis C([0, T ];E) on võimalik
defineerida norm
‖u‖C([0,T ];E) = max0≤t≤T ‖u(t)‖E.
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Teoreem 28.2.1. Kui ruum E on täielik (st Banachi ruum), siis ruum C([0, T ];E)
on ka täielik (st Banachi ruum).
Teoreemi tõestusel me ei peatu.
Näide 28.2.2. Järgnevas puutume kokku järgmiste ruumidega.
1. C([0, T ];L2(0, l)) on Banachi ruum normiga
‖u‖ = max
0≤t≤T







2. Olgu antud piirkond Ω ⊂ Rn. C([0, T ];L2(Ω)) on Banachi ruum normiga
‖u‖ = max
0≤t≤T







3. C([0, T ];H1(Ω)) on Banachi ruum normiga
‖u‖ = max
0≤t≤T































28.2.2 Segaülesande seade lainevõrrandi jaoks
Olgu antud piirkond Ω ⊂ Rn tükiti sileda rajaga Γ = Γ1 ∪Γ2, kus Γ1 ∩Γ2 = ∅. Raja
osad Γ1 ja Γ2 ei tarvitse olla sidusad (joonis 28.1). Olgu ν välisnormaal rajal Γ.
(a) Segaülesande klassikaline seade
Leida funktsioon u = u(x, t),




− a2∆u+ κu = f(x, t) (x ∈ Ω, t > 0), (28.2.1)
u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)
∂t









= 0 (t ≥ 0). (28.2.3)
Siin a2 = const > 0, κ, β = const ≥ 0.
Lahendi määramispiirkond, kui n = 2, on kujutatud joonisel 28.3.
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Märkus 28.2.1. Võrrandis esineva kordaja κ füüsikalist sisu on hõlpus selgita-
da membraani korral. Kordaja iseloomustab keskkonna elastsust, milles membraan











Joonis 28.3. Segaülesande lahendi määramispiirkond.
(b) Sõnastame tarvilikud tingimused klassikalise lahendi olemasoluks.
1. Siledus: f ∈ C(Ω× (0,∞)); u0 ∈ C1(Ω̄); u1 ∈ C(Ω̄).









Märkus 28.2.2. Rajatingimuste homogeensus ei ole kitsendav tingimus (võrdle
märkusega 27.2.3).
(c) Toome sisse operaatori





+ α, kus α = κ
a2
.
Operaatori A määramispiirkond on hulk
D(A) =
{











Kui eeldada, et ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahend u ∈ C2(Ω̄× [0,∞)), siis
t ≥ 0 korral u(·, t) ∈ D(A)
ning võrrandi (28.2.1) võib panna kirja kujul
∂2u
∂t2
+ a2Au = f(x, t).
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28.2.3 Energiaintegraal
Järgnevas eeldame, et on täidetud vähemalt üks eeldustest:
κ > 0 või Γ = Γ1.
Operaator A on siis teatavasti positiivselt määratud (punkt 27.2.4) ning on võimalik
defineerida energiaruum HA, kusjuures
D(A) ⊂ HA ⊂ H = L2(Ω)
(punkt 27.2.6).
Märkus 28.2.3. Täpsemalt: HA ⊆ {v ∈ H1(Ω) : u
∣∣∣
Γ1
= 0 peaaegu kõikjal} (järel-
dus 27.2.6).
Olgu ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahend u ∈ C2(Ω̄× [0,∞)).
Märkus 28.2.4. Kui u ∈ C2(Ω̄ × [0,∞)), siis f ∈ C(Ω̄ × [0,∞)) ning võrrand
(28.2.1) on rahuldatud iga x ∈ Ω̄ ja t ≥ 0 korral.



































Märkus 28.2.5. Termin “energiaintegraal” on õigustatud, sest valemis (28.2.4)
määrab esimene liidetav võnkuva süsteemi kineetilise energia ja teine liidetav po-
tentsiaalse energia. Nende liidetavate summa annab aga süsteemi koguenergia.
Lemma 28.2.1. Kui u ∈ C2(Ω̄× [0,∞)), siis J2 ∈ C[0,∞).































dx → 0, kui t′ → t,
kuna kinnises hulgas Ω̄× [0, T ] pidev funktsioon on seal ka ühtlaselt pidev.
Sama olukord on ka ülejäänud integraalidega.
Lemma on tõestatud.



























Teoreem 28.2.2. Kui ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahend u ∈ C2(Ω̄ ×
[0,∞)), siis







dxdτ (t ≥ 0). (28.2.5)
Tõestus. Kui t = 0, siis valem ilmselt kehtib. Fikseerime t > 0.
Korrutame võrrandi (28.2.1) mõlemad pooled funktsiooniga ∂u
∂t
ja integreerime saa-







































































































































































































































= J2(t) − J2(0).
Asetades saadud tulemuse võrdusesse (28.2.6), saamegi valemi (28.2.5).
Teoreem on tõestatud.
Järeldus 28.2.2. Kui f(x, t) ≡ 0, siis J2(t) ≡ J2(0) = const.
Sel võrdusel on füüsikaline sisu. Tegemist on energia jäävuse seadusega.
28.2.4 Aprioorsed hinnangud lahendi jaoks
Eeldame, et u ∈ C2(Ω̄× [0,∞)). Siis
1) f ∈ C(Ω̄× [0,∞));
2) u(·, t) ∈ D(A), kui t ≥ 0, (kust järeldub muuhulgas, et u0 ∈ D(A)) ning
leiduvad c1, c2 = const > 0, et
c1‖u(·, t)‖1 ≤ ‖u(·, t)‖A ≤ c2‖u(·, t)‖1 (t ≥ 0) (28.2.7)
(valem (27.2.12)). See võimaldab hinnata lahendit u.













2J(t) (t ≥ 0). (28.2.9)
Diferentseerides võrdust (28.2.5) t järgi ja kasutades hinnangut (28.2.9), saame














2J(t)‖f(·, t)‖0 (t ≥ 0),
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kust järeldub, et








‖f(·, τ)‖0dτ (t ≥ 0). (28.2.10)



























‖u1‖0 + ac2‖u0‖1 + t · max0≤τ≤t ‖f(·, τ)‖0
)
.








‖u(·, t)‖1 ≤ b1
(
‖u1‖0 + ‖u0‖1 + t · max0≤τ≤t ‖f(·, τ)‖0
)









‖u1‖0 + ‖u0‖1 + t · max0≤τ≤t ‖f(·, τ)‖0
)
(t ≥ 0), (28.2.12)
kus b2 = max(1, ac2).
Ülesanne 28.2.1. Tõestada võrratus (28.2.12).
28.2.5 Fourier’ meetod
(a) Teoreemist 28.1.1 järeldub, et operaatoril A = −∆+ κ
a2 on käesolevas paragrahvis
tehtud eeldustel loenduv hulk omaväärtusi
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , lim
k→∞
λk =∞
ja omafunktsioone ϕk ∈ D(A).
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Täpsemalt, funktsioonid ϕk ∈ C2(Ω̄) on järgmise ülesande lahendid
Aϕk ≡ −∆ϕk +
κ
a2










ning moodustavad ruumis L2(Ω) täieliku ortonormeeritud süsteemi.
(b) Olgu
f(·, t) ∈ L2(Ω) (t ≥ 0); u0, u1 ∈ L2(Ω).





Oletame, et seda rida võib liikmeti diferentseerida. Võrdust (28.2.13) arvestades














T ′′k (t) + a2λkTk(t)
]








Siit saame lineaarsed diferentsiaalvõrrandid funktsioonide Tk(t) leidmiseks:
T ′′k (t) + a2λkTk(t) = ck(t), ck(t) =
∫
Ω
f(x, t)ϕk(x)dx (k = 1, 2, . . .). (28.2.15)

















st funktsioonid Tk(t) peavad rahuldama algtingimusi
Tk(0) = ak, ak =
∫
Ω
u0(x)ϕk(x)dx (k = 1, 2, . . .), (28.2.16)









u1(x)ϕk(x)dx (k = 1, 2, . . .). (28.2.17)
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Ülesanne 28.2.2. Näidata, et ülesande (28.2.15), (28.2.16), (28.2.17) lahendiks on
funktsioonid
Tk(t) = ak cos a
√






































Seda avaldist nimetatakse ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) formaalseks lahen-
diks.
28.2.6 Segaülesande üldistatud lahend
Fikseerime suvalise arvu T > 0 ja vaatleme ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3)
lahendit piirkonnas Ω̄× [0, T ].
Teoreem 28.2.3. Olgu u0 ∈ D(A), u1 ∈ L2(Ω), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Siis rida
(28.2.18) koondub ruumis C([0, T ];H1(Ω)).
Tõestuse skeem on järgmine.




Tk(t)ϕk(x) (m = 1, 2, . . .).
Kuna ruum C([0, T ];H1(Ω)) on täielik (teoreem 28.2.1), siis teoreemi tõestamiseks
piisab, kui näidata, et
(a) um ∈ C([0, T ];H1(Ω)) (m = 1, 2, . . .);
(b) {um} on selles ruumis Cauchy jada.
Väite (a) tõestus.
(a1) Näitame, et ck ∈ C[0, T ]. Tõepoolest, kuna f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), siis
|ck(t′)− ck(t)| = |(f(·, t′), ϕk)0 − (f(·, t), ϕk)0|
≤ ‖f(·, t′) − f(·, t)‖0‖ϕk‖0 → 0 (t′ → t).
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(a2) Näitame, et Tk ∈ C2[0, T ]. Tõepoolest,
Tk ∈ C1[0, T ] kui ülesande (28.2.15), (28.2.16), (28.2.17) lahend,
T ′′k ∈ C[0, T ], sest T ′′k (t) = ck(t)− a2λkTk(t) ning ck ∈ C[0, T ].
(a3) Funktsioonid um ∈ C2(Ω̄× [0, T ]), sest Tk ∈ C2[0, T ], ϕk ∈ C2(Ω̄).
(a4) Näitame, et um(·, t) ∈ H1(Ω), kui t ∈ [0, T ]. Tõepoolest,
um(·, t) ∈ C2(Ω̄) =⇒ um(·, t),
∂um(·, t)
∂xi
⊂ L2(Ω) (i = 1, . . . , n).
(a5) Näitame lõpuks, et um ∈ C([0, T ];H1(Ω)). Selleks tuleb näidata, et
‖um(·, t′)− um(·, t)‖21











→ 0, kui t′ → t.
Hindame esimest normi võrduse paremal poolel:












|Tk(t′) − Tk(t)|2 → 0, kui t′ → t.











































dx→ 0, kui t′ → t.















λkbkϕk(x) (m = 1, 2, . . .).
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(b1) fm ∈ C(Ω̄× [0, T ]), sest ck ∈ C[0, T ], ϕk ∈ C2(Ω̄).
(b2) fm(·, t) ∈ C(Ω̄) ⊂ L2(Ω), kui t ∈ [0, T ].
(b3) fm ∈ C([0, T ];L2(Ω)).
Ülesanne 28.2.3. Tõestada väide (b3).
(b4) Näitame, et fm → f ruumis C([0, T ];L2(Ω)), st
kui m→∞, siis max
0≤t≤T
‖fm(·, t)− f(·, t)‖0 → 0.
Tõepoolest, jada {ϕk} on ruumis L2(Ω) täielik. Seega,
kui m→∞, siis ‖fm(·, t)− f(·, t)‖0 → 0 iga t ∈ [0, T ] korral,
kust omakorda järeldub, et
kui m→∞, siis ‖fm(·, t)‖20 → ‖f(·, t)‖20 iga t ∈ [0, T ] korral.







c2k(t) iga t ∈ [0, T ] korral.
Seejuures koondumine on monotoonne ja piirfunktsioon on pidev. Dini teoreemi
















‖f(·, t) − fm(·, t)‖20 → 0, kui m → ∞.
(b5) Kui m→∞, siis u0m → u0 ruumis H1(Ω), sest u0 ∈ D(A) (teoreem 28.1.1).
(b6) Kui m→∞, siis u1m → u1 ruumis L2(Ω), sest u1 ∈ L2(Ω) (teoreem 28.1.1).
(b7) Näitame, et funktsioon um on ülesande
∂2um
∂t2
+ a2Aum = fm(x, t) (x ∈ Ω, 0 < t ≤ T ), (28.2.19)
um(x, 0) = u0m(x),
∂um(x, 0)
∂t









= 0 (0 ≤ t ≤ T ) (28.2.21)
lahend.
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(b8) Tõestuse osast (b7) järeldub, et funktsioon v = um − ul on ülesande
∂2v
∂t2
− a2∆v + κv = fm(x, t)− fl(x, t) (x ∈ Ω, 0 < t ≤ T ),
v(x, 0) = u0m(x)− u0l(x),
∂v(x, 0)
∂t









= 0 (0 ≤ t ≤ T )
lahend ning me saame kasutada hinnanguid (28.2.11) ja (28.2.12):
‖um − ul‖C([0,T ];H1(Ω))








≤ b2(‖u1m − u1l‖0 + ‖u0m − u0l‖1 + T · ‖fm − fl‖C([0,T ];L2(Ω))). (28.2.23)
Et jadad {u0m}, {u1m} ja {fm} koonduvad vastavates ruumides ja on seega Cauchy
jadad (vt tõestuse osi (b4), (b5) ja (b6)), siis võrratusest (28.2.22) järeldub, et ka
jada {um} on Cauchy jada ruumis C([0, T ];H1(Ω)).
Väide (b) ja seega ka teoreem 28.2.3 on tõestatud.
Rea (28.2.18) piirfunktsiooni nimetatakse ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) ül-
distatud lahendiks.
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on Cauchy jada ruumis





∈ C([0, T ];L2(Ω)).
28.2.7 Segaülesande üldistatud lahendi omadused




− a2∆u+ κu, ϕ
〉
= 〈f, ϕ〉 iga ϕ ∈ D(Ω× (0, T )) korral.





− a2∆um + κum, ϕ
〉
= 〈fm, ϕ〉 iga ϕ ∈ D(Ω× (0, T )) korral.







= 〈fm, ϕ〉. (28.2.24)
Märgime, et ∂2ϕ
∂t2 − a2∆ϕ+ κϕ ∈ D(Ω× (0, T )).
Läheme võrduses (28.2.24) piirile m→∞.
(a) Et fm → f ruumis C([0, T ];L2(Ω)), siis fm → f ruumis D′(Ω× (0, T )).
Tõepoolest,











‖fm(·, t)− f(·, t)‖0‖ϕ(·, t)‖0dt
≤ ‖fm − f‖C([0,T ];L2(Ω))
∫ T
0
‖ϕ(·, t)‖0dt → 0 (m → ∞).
(b) Kui um → u ruumis C([0, T ];H1(Ω)), siis um → u ruumis D′(Ω× (0, T )).
Ülesanne 28.2.4. Tõestada väide (b).









Tõestuse lõpetamiseks tuleb funktsioonile ϕ rakendatud diferentsiaaloperaator kan-
da tagasi distributsioonile u.
2◦ lim
t→0+










(a) Vasakpoolse koondumise tõestamiseks kirjutame välja võrratuste ahela
‖u(·, t)− u0‖0 ≤ ‖u(·, t)− um(·, t)‖0 + ‖um(·, t)− u0m‖0 + ‖u0m − u0‖0
≤ max
0≤t≤T
‖u(·, t)− um(·, t)‖1 + ‖um(·, t)− u0m‖0 + ‖u0m − u0‖1.
Valides piisavalt suure m, saame esimese ja kolmanda liidetava teha väiksemaks kui
ε/3. Fikseerime sellise m ja hindame teist liidetavat:
‖um(·, t)− u0m‖20 =
∫
Ω
|um(x, t)− um(0, t)|2dx
≤ max
x∈Ω̄




Et um ∈ C(Ω̄× [0, T ]), siis piisavalt väikese t korral
max
x∈Ω̄







ning ka keskmine liidetav on väiksem kui ε/3. Koondumine lim
t→0+








hindamisel on esimeseks küsimuseks, kas ∂u(·,t)
∂t
∈ L2(Ω),
kui 0 ≤ t ≤ T .
Omaduse 1◦ tõestuse sammul (b) me saime, et
um → u ruumis D′(Ω× (0, T )).





ruumis D′(Ω× (0, T )).
Teiselt poolt, märkust 28.2.6 arvestades,
∂um
∂t
→ v ruumis C([0, T ];L2(Ω)),
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kust omakorda järeldub, et
∂um
∂t
→ v ruumis D′(Ω× (0, T ))




= v ∈ C([0, T ];L2(Ω)).









= 0 peaaegu kõikjal (0 ≤ t ≤ T ).






|u(x, t)− um(x, t)|2dΓ ≤M2‖u(·, t)− um(·, t)‖21




|u(x, t)|2dΓ = 0 (0 ≤ t ≤ T ).
Omadus 3◦ on tõestatud.
Märkus 28.2.7. Teise rajatingimuse (28.2.3) rahuldamisest me rääkida ei saa, sest
∂u
∂ν
ei tarvitse olla raja osal Γ2 määratud (näide 27.2.3).
4◦ Üldistatud lahend rahuldab võrratusi






≤ b2(‖u1‖0 + ‖u0‖1 + T‖f‖C([0,T ];L2(Ω))).
Ülesanne 28.2.5. Tõestada omadus 4◦, toetudes võrratustele (28.2.11) ja (28.2.12).
Järeldus 28.2.3. Ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) üldistatud lahend sõltub pi-
devalt lähteandmetest järgmises mõttes.
Olgu ũ ∈ C([0, T ];H1(Ω)) ülesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) üldistatud lahend va-
baliikme f̃ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ning algtingimuste ũ0 ∈ D(A) ja ũ1 ∈ L2(Ω) korral.
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Kui
‖u0 − ũ0‖1 < ε0, ‖u1 − ũ1‖0 < ε1 ja ‖f − f̃‖C([0,T ];L2(Ω)) < ε,
siis








≤ b2(ε0 + ε1 + Tε).
Ülesanne 28.2.6. Tõestada järelduse 28.2.3 väide.
28.3 Soojusjuhtivuse võrrandi segaülesanne
28.3.1 Segaülesande seade
Olgu antud piirkond Ω ⊂ Rn tükiti sileda rajaga Γ = Γ1 ∪Γ2, kus Γ1 ∩Γ2 = ∅. Raja
osad Γ1 ja Γ2 ei tarvitse olla sidusad. Olgu ν välisnormaal rajal Γ.
(a) Segaülesande klassikaline seade:
Leida funktsioon u = u(x, t),




− a2∆u+ κu = f(x, t) (x ∈ Ω, t > 0), (28.3.1)









= 0 (t ≥ 0). (28.3.3)
Siin a2 = const > 0, κ, β = const ≥ 0.
Märkus 28.3.1. Lahendi määramispiirkond on kujutatud joonisel 28.3. Võrrandis
esineva kordaja κ füüsikalist sisu on kirjeldatud punktis 27.2.2.
(b) Sõnastame tarvilikud tingimused klassikalise lahendi olemasoluks.
1. Siledus: f ∈ C(Ω× (0,∞)); u0 ∈ C1(Ω̄).













f(·, t) ∈ L2(Ω) (t ≥ 0); u0 ∈ L2(Ω).





Toimides samamoodi nagu punktis 28.2.5, saame võrrandist (28.3.1) lineaarsed di-
ferentsiaalvõrrandid funktsioonide Tk(t) leidmiseks:
T ′k(t) + a2λkTk(t) = ck(t), ck(t) =
∫
Ω
f(x, t)ϕk(x)dx (k = 1, 2, . . .). (28.3.4)
Algtingimusest (28.3.2) saame, et funktsioonid Tk(t) peavad rahuldama algtingimusi
Tk(0) = ak, ak =
∫
Ω
u0(x)ϕk(x)dx (k = 1, 2, . . .). (28.3.5)
Ülesanne 28.3.1. Näidata, et ülesande (28.3.4), (28.3.5) lahendiks on funktsioon
















Seda avaldist nimetatakse ülesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3) formaalseks lahen-
diks.
28.3.3 Segaülesande üldistatud lahend
Fikseerime suvalise arvu T > 0 ja vaatleme ülesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3)
lahendit piirkonnas Ω̄× [0, T ].
Teoreem 28.3.1. Olgu u0 ∈ L2(Ω), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Siis rida (28.3.6) koondub
ruumis C([0, T ];L2(Ω)).
Teoreem tõestatakse samamoodi nagu teoreem 28.2.3.
Rea (28.3.6) piirfunktsiooni nimetatakse ülesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3) üldis-
tatud lahendiks.
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Üldistatud lahendil on järgmised omadused.




− a2∆u+ κu, ϕ
〉
= 〈f, ϕ〉 iga ϕ ∈ D(Ω× (0, T )) korral.
Tõestus on analoogiline omaduse 1◦ tõestusega punktis 28.2.7.
Ülesanne 28.3.2. Tõestada omadus 1◦.
2◦ lim
t→0+
‖u(·, t)− u0‖0 = 0.
Tõestus langeb kokku omaduse 2◦ tõestusega punktis 28.2.7.
Märkus 28.3.2. Rajatingimuse (28.3.3) rahuldamisest rääkida ei saa, sest üldista-
tud lahend u(·, t) ∈ L2(Ω) ning tema jälg rajal Γ ei tarvitse olla määratud.
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Tihti on lineaarsete võrrandite tuletamisel tehtud eeldused liiga ranged või liiga
ligikaudsed. Näiteks lainete levimise kiirus võib sõltuda laine kõrgusest, difusiooni
võrrandites võib difusiooni kiirus sõltuda difundeeruva aine kontsentratsioonist, mu-
delis mõjuvad jõud võivad sõltuda mittelineaarselt lahendi väärtustest vms. Enamus
reaalse maailma füüsikalistest süsteemidest on tegelikult mittelineaarsed, lineaarsed
võrrandid on lihtsalt esimene ja kõige lihtsam protsessi kirjeldav lähend. Juba va-
rem diferentsiaalvõrrandite tuletamisel nägime, et lineaarsete võrrandite saamisaks
tuli teha hulk täiendavaid eeldusi, ning ka sel juhul oli tulemus ikkagi ligikaudne.
Näiteks keele võnkumise võrrandi tuletamisel (peatükk 3.1) eeldati, et võnkumised
on väikesed ja keeles tekkiv pingejõud on konstantne ning liikumine toimub ainult
üles-alla.
Üldist teooriat mittelineaarsete osatuletistega võrrandite kohta ei ole olemas.
Üldiselt on mittelineaarseid võrrandeid võimalik täpselt lahendada ainult väga kitsal
erijuhul ning ka siis saame lahendi tihti ainult ilmutamata kujul. Vahel on võimalik
leida mingi lineariseeriv muutujavahetus. Tihti on mittelineaarsete võrrandite lahen-
did kaootilised ning ei sõltu pidevalt algandmetest (see on ka põhjus, miks näiteks
ilmaennustus pikema kui paaripäevase aja vältel enamasti pole täpne). Üsna tavaline
on ka situatsioon, kus võrrandi lahenditel tekivad lõpliku aja jooksul singulaarsused,
s.t. lõpliku aja jooksul kas lahend ise või tema tuletised lähevad lõpmatusse.
Käesolevas peatükis vaatleme kõigepealt mõningaid tuntud võrrandeid, kus on
võimalik lahend täpselt välja kirjutada või siis lahendi olemasolu lihtsate vahendite-
ga tõestada. Seejärel uurime erikujuliste lahendite olemasolu mõningate võrrandite
puhul. Siis tõestame mõned veidi üldisemad lahendi olemasolu teoreemid kvaasili-
neaarsete võrrandite jaoks.
Ka lahendite olemasolu ja ühesuse näitamine on mittelineaarsel juhul oluliselt
keerulisem kui lineaarsel juhul. Püüame näidata erinevate tehnikate kasutamist: va-
riatsioonarvutust ehk mingi funktsionaali minimeerimisel põhinevaid tõestusi, pü-
sipunktiprintsiipide rakendusi ning iteratiivseid meetodeid lahendi olemasolu tões-
tuseks. Tihti saab algväärtusülesannete jaoks selliseid tulemusi tõestada vaid lokaal-
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selt, see tähendab kas piisavalt väikese ajavahemiku jaoks või siis piisavalt väikeste
algtingimuste korral. Toome ära ka mõned tulemused globaalse lahendi mitteleidu-
mise kohta, kus lõpliku aja jooksul kas lahend ise või tema tuletised lähevad lõp-
matusse. Viimases punktis räägime Navier-Stokesi võrranditest, mille puhul sileda
lahendi globaalne olemasolu on senini lahtine küsimus.
30. Võrrandite täpne lahendamine
30.1 Burgersi võrrand
Kõige lihtsam mittelineaarne difusioonivõrrand on Burgersi võrrand:
ut + uux = γuxx. (30.1.1)
Kui γ = 0, siis võrrand on esimest järku mittelineaarne transpordivõrrand, kus laine
levimise kiirus sõltub lahendi väärtusest antud punktis. Kui tegemist on vedeliku või
gaasi liikumisega, siis u(x, t) on vedeliku voolamise kiirus punktis x ajamomendil t
(eeldame, et vedelik saab liikuda ainult x-telje suunas) ning γ on vedeliku viskoossus.
Burgersi võrrand kirjeldab viskoosse vedeliku mehhaanika lihtsustatud versiooni.
Kui lahendid on väikesed ning muutuvad aeglaselt (see tähendab nii u(x, t) kui ka
ux(x, t) on väikesed), siis võrrandi lahendid käituvad nagu soojusjuhtivuse võrrandi
lahendid. Kui aga lahend on suur või kiirelt muutuv, siis mittelineaarse osa mõju on
olulisem ning lahendid käituvad ligikaudu nagu mittelineaarse transpordivõrrandi
lahendid. Seejuures silub ükskõik kui väike difusiooni liige siiski piisavalt palju, nii
et katkevaid lahendeid ei teki.
Burgersi võrrandile (nagu enamusele füüsikalisi protsesse kirjeldavatele võrran-
ditele) vastab oma jäävusseadus. Eeldame, et võrrand (30.1.1) kehtib lõpmatus piir-
konnas t > 0, x ∈ R, ning lim
|x|→∞
u(x, t) = lim
|x|→∞
ux(x, t) = 0. Samuti eeldame, et kõik
võrrandis esinevad funktsioonid on integreeruvad üle reaaltelje (need eeldused on
mõistlikud, kui algtingimus on kompaktse kandjaga või lõpmatuses piisavalt kiiresti
kahanev). Siis saame võrrandit (30.1.1) x järgi üle reaaltelje integreerides
∫ ∞
−∞
















u dx on konstantne. Seda nimetatakse ka massi jäävuse seaduseks Burgersi
võrrandi jaoks.
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30.1.1 Burgersi võrrandi lahendamine mitteviskoossel juhul
Olgu tegemist ideaalse vedelikuga, kus viskoossus puudub, s.t. γ = 0. Siis võrrand
on esimest järku ning seda saab lihtsalt lahendada osas II toodud vahenditega.
Võrrandi karakteristikud on x = tu + c, seega võrrandi lahendid on ilmutamata
kujul u = f(x − tu), kus f on suvaline funktsioon. Kui on antud ka algtingimus
u(x, 0) = u0(x), siis lahend on u(x, t) = u0(x− tu(x, t)). Kui näiteks
u0(x) =
{
1− |x|, |x| ≤ 1,
0, |x| > 1, (30.1.2)






1 + t , −1 ≤ x ≤ t,
1− x
1− t , 0 ≤ t ≤ x ≤ 1 või 1 ≤ x ≤ t, t 6= 1,
[0, 1], x = t = 1,
0, |x| ≥ 1.
Osa nendest piirkondadest kattuvad, nii et mõnedes piirkondades on funktsioonil
u mitu väärtust (ilmutamata kujul antud lahenditega võib see kergesti juhtuda).
Samuti juhul x = t = 1 saame funktsiooni väärtusteks terve lõigu [0, 1]. Lahend
ajamomentidel t = 0, t = 1/2, t = 1 ja t = 2 on toodud joonisel 30.1.
Joonis 30.1. Burgersi võrrandi lahend juhul γ = 0 ajamomentidel t = 0, t = 1/2,
t = 1 ja t = 2.
Näeme, et ajamomendil t = 1 muutub lahend katkevaks punktis x = 1 ning
hiljem on lahend piirkonnas 1 < x < t kolme väärtusega. See on tingitud sellest, et
laine hari liigub kiiremini kui laine jalam, ning hari jõuab jalamist ette. Füüsikaliselt
tavaliselt lahend mitme väärtusega olla ei saa. Antud juhul tähendaks see, et kas
ajamomendile t = 1 lähenedes pole meie mudel enam õige, laine näiteks murdub või
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moodustuvad keerised, mida mudelis polnud arvestatud, või siis seda, et tegelikkuses
toimub ikkagi mingi energia hajumine või difusioon, mis vastab juhule γ 6= 0.
Mitme väärtusega lahendite korral püütakse tihti leida ka mingeid lisatingimusi,
mis aitaksid mitme väärtuse puhul “õiget” väärtust välja eraldada, näiteks mingis
mõttes minimaalse energiaga lahendit. Antud juhul tähendaks see, et ajamomentidel
t ≥ 1 loetakse lahend katkevaks ning kuidagi fikseeritakse ajast sõltuv punkt x, 1 <
x < t, kus toimub hüpe lahendi suurimalt väärtuselt vähimale. Vedeliku liikumise
kontekstis tähendaks see, et punktist x vasakul on vedelikul mingi lõplik kiirus, kuid
paremal on kiirus 0.
30.1.2 Burgersi võrrandi lahendamine viskoossel juhul
Olgu γ 6= 0. Nüüd on tegu teist järku võrradiga, mis on peaaegu lineaarne paraboolne
võrrand (vt. ptk. 9).
Tavaliselt mittelineaarseid osatuletistega võrrandeid ei saa täpselt lahendada.
Õnneks Burgersi võrrandi puhul on võimalik see taandada soojusjuhtivuse võrran-
dile ja seega ka täpselt lahendada. Vastavat teisendust nimetatakse Hopf-Cole tei-
senduseks.
Otsime võrrandi (30.1.1) lahendit kujul





























Integreerides x järgi ning korrutades funktsiooniga v saame
vt = γvxx + gv, (30.1.4)
kus g on mingi ainult muutujast t sõltuv funktsioon (integreerimiskonstant võib
sõltuda t-st). Nüüd paneme tähele, et kui võrduses (30.1.3) asendada v suvalise
funktsiooniga kujul w(x, t) = h(t)v(x, t), siis saame ikka sama esialgse võrrandi
lahendi u. Valides h nii, et h′/h = −g, saame w jaoks võrrandi wt = γwxx. Seega
kui w rahuldab soojusjuhtivuse võrrandit, siis u = −2γwx/w on Burgersi võrrandi
lahend.
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Saab näidata, et kõik Burgersi võrrandi lahendid saab sellisel kujul esitada. Ni-
melt kui valida








siis v rahuldab võrrandit (30.1.4) mingi g korral ning leidub ka w = hv, mis rahuldab
soojusjuhtivuse võrrandit.
Kuna Burgersi võrrand on aja suhtes esimest järku, siis tema lahendi üheseks
määramiseks piisab ette anda lahendi väärtus ajamomendil t = 0. Burgersi võrrandi
Cauchy ülesanne on järgmine:
ut + uux = γuxx, −∞ < x <∞, t > 0;
u(x, 0) = u0(x), −∞ < x <∞.
Siis w jaoks võime valida algtingimuse







(siin integraali alumiseks rajaks võib võtta suvalise konstandi). Kasutades soojus-
juhtivuse võrrandi lahendi valemit saame






























Joonisel 30.2 on kujutatud Burgersi võrrandi lahend juhul γ = 0, 01 algtingimu-
sega (30.1.2) erinevatel ajamomentidel. Näeme, et esialgu on lahend sarnane juhuga
γ = 0, aga viskoossuse tõttu laine hakkab hajuma, muutub siledamaks ja katkevust
ei teki.
Joonisel 30.3 on kujutatud Burgersi võrrandi lahendit juhul γ = 0,2 sama alg-
tingimusega. Siin on lahendil juba üsna suur sarnasus soojusjuhtivuse võrrandi la-
hendiga, mittelineaarne osa tekitab lihtsalt mõningase ebasümmeetria.
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Joonis 30.2. Burgersi võrrandi lahend juhul γ = 0,01 ajamomentidel t = 0,5, t = 1,
t = 2, t = 4 ja t = 8.
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Joonis 30.3. Burgersi võrrandi lahend juhul γ = 0,2 ajamomentidel t = 1, t = 2 ja
t = 4.
31. Erikujuliste lahendite otsimi-
ne
Tavaliselt ei õnnestu mittelineaarseid osatuletistega diferentsiaalvõrrandeid täpselt
lahendada. Sellisel juhul püütakse tihti otsida lahendeid mingil konkreetsel kujul.
Tihti õnnestub niimoodi osatuletistega diferentsiaalvõrrand taandada harilikule di-
ferentsiaalvõrrandile. Kõige levinumad erikujulised lahendid on nn. liikuva laine la-
hendid (travelling wave solutions), kus 1 + 1 dimensiooniga võrrandite puhul otsi-
takse lahendit kujul u(x, t) = g(x − ct), kus c on laine levimise kiirus. Juhul kui g
on lokaliseeritud (kas kompaktse kandjaga või siis mõlemas suunas kiiresti nulli lä-
henev), on tegu solitoniga. Mitmemõõtmelisel juhul, n+1 dimensiooniga võrrandite
puhul vastab sellele lahendite otsimine kujul u(x, t) = g(t−k · x), kus k on vektor,
mis näitab laine levimise suunda ning 1/|k| on laine levimise kiirus. Selline asendus
teisendab esialgse võrrandi alati harilikuks diferentsiaalvõrrandiks, millel on üldiselt
lahend olemas. Seda ei pruugi küll olla lihtsalt leitav.
Tuleb tähele panna, et liikuva laine lahendite olemasolu ei tähenda veel, et need
ka füüsikaliselt reaalselt esineda võivad. Näiteks on liikuva laine lahend olemas ka
tavalisel soojusjuhtivuse võrrandil, kuid see on eksponentsiaalselt kasvav ja seega ei
vasta reaalsusele.
31.1 Burgersi võrrand
Otsime Burgersi võrrandi (30.1.1) lahendit kujul u(x, t) = g(x− ct). Asendades selle
kuju võrrandisse, saame
−cg′ + gg′ = γg′′.
Seda võrrandit saame kohe integreerida:
γg′ = −cg + g
2
2 + A,
kus A on integreerimiskonstant. Saadud võrrandit on lihtne lahendada. Lahendi kuju
sõltub sellest, kas võrrandi paremal poolel oleval g funktsioonil on kaks reaalarvulist
juurt, üks kordne juur või kaks kompleksarvulist juurt.
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1) Kui 2A < c2, siis tähistades λ =
√
c2 − 2A, saame lahendiks
g(y) = c− λ− 2λ
Beλy/γ − 1 ,
kus B on suvaline konstant.
2) Kui 2A = c2, siis on lahendiks
g(y) = c− 2γ
y +B.
3) Kui 2A > c2, siis tähistades λ =
√
2A− c2, saame lahendiks
g(y) = c+ λ tan λ(y +B)2 .
Näeme, et kõik need lahendid nõuaksid, et algtingimus peaks mingil kohal lõpma-
tusele lähenema, või kui ülesanne oleks püstitatud lõplikus piirkonnas, siis peaksid
rajatingimused kusagil lõpmatusele lähenema.
Võrrandil on küll olemas sellisel kujul lahendid, kuid neil lahenditel ei prugi olla
mingit füüsikalist sisu.
31.2 Klein-Gordoni võrrand
See on lainevõrrand, kus lainele mõjub jõud, mis sõltub kõrvalekaldest tasakaalu-
asendist. See sõltuvus võib olla nii lineaarne kui ka mittelineaarne. Ühemõõtmelisel
juhul on võrrand kujul
utt = a2uxx + f(u). (31.2.1)
Seda võrrandit nimetatakse (mittelineaarseks) Klein-Gordoni võrrandiks. Tihti ni-
metatakse Klein-Gordoni võrrandiks ka lineaarset võrrandit, kus f(u) = −c2u, aga
ruumi dimensioon võib olla suurem.
Alustuseks mõned tähelepanekud: kui u(x, t) on selle võrrandi lahend, siis on
selle võrrandi lahenditeks ka u(±x + C1,±t + C2) ning u(
√
1 + a2b2x + a2bt, bx +√
1 + a2b2t), kus C1, C2 ja b on suvalised reaalarvud.
Uurime võrrandi (31.2.1) liikuva laine lahendite olemasolu. Selleks otsime võr-
randilahendit kujul u(x, t) = g(x− ct). Asendades selle kuju võrrandisse, saame
c2g′′ = a2g′′ + f(g).
Kui c2 = a2, siis ainsaks lahendiks on f(g) = 0, millest üldiselt järeldub, et g
on konstantne. Kui c2 6= a2, siis saab selle võrrandi järku alandada standardse
asendusega g′ = z(g), kus g loeme uueks muutujaks. Siis diferentseerides saame
g′′ = z′(g)g′ = z′z,
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seega võrrand teiseneb kujule
(c2 − a2)z′z = f(g).
Olgu F mingi f algfunktsioon. Siis integreerides saame tulemuseks
(c2 − a2)z
2
2 = F (g) + A,




c2 − a2 . (31.2.2)
Siit tekivad küll mõned lisatingimused, näiteks ruutjuuure all peab olema mittene-
gatiivne avaldis, kuid üldiselt on see võrrand võimalik siiski täpselt ära lahendada.
Võib küll juhtuda, et integraal g järgi pole elementaarfunktsioon.
Võrrandil (31.2.2) on alati olemas ka konstantsed lahendid, nimelt iga A korral
võrrandi F (g) = −A lahend rahuldab ka võrrandit (31.2.2). Esialgsel võrrandil on
olemas konstantne lahend u(x, t) = B parajasti siis, kui f(B) = 0. Saab näidata,
et konstantne lahend u(x, t) = B on stabiilne, kui f ′(B) < 0, ja ebastabiilne, kui
f ′(B) > 0.
Näide 31.2.1. Olgu f(u) = −u. Siis võrrand (31.2.1) on lineaarne lainevõrrand.
Kui u on näiteks keele kõrvalekalle tasakaaluasendist, siis see võrrand kirjaldab
olukorda, kus keelele mõjub igas punktis teda tasakaaluasendi poole tõmbav jõud,
mis on võrdeline kõrvalekaldega. Sel juhul F (g) = −g
2





c2 − a2 .
Kui c2 > a2, siis peab olema A > 0 ning tähistades 2A = b2 tuleb lahendiks
g(y) = b sin
(
y√
c2 − a2 + C
)
,
seega esialgse võrrandi (31.2.1) lahendiks on
u(x, t) = b sin
(
x− ct√
c2 − a2 + C
)
,
kus b, c, C on suvalised konstandid ja c2 > a2. Seega lahendiks on siinusekujulised
lained, mis levivad suvalise kiirusega, mis ületab suurust a.
Kui c2 < a2, siis on lahendid tõkestamata, käitudes nagu hüperboolne siinus või
hüperboolne koosinus.
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Näide 31.2.2. Olgu f(u) = − sin u. See võrrand on tuntud ka sine-Gordoni võrrandi
nime all (siin “sine” tuleb ingliskeelsest sõnast sine, mis tähendab siinust). Selles
võrrandis u kirjeldab teatud nurka või faasi. Võib-olla kõige tuntum rakendus on
Josephsoni efekt, kus kaks ülijuhti on eraldatud õhukese mitteülijuhiga ning u on
ülijuhtivate elektronide faasinihe, kui nad läbivad mitteülijuhtiva kihi.
Antud juhul F (g) = cos g ning võrrand (31.2.2) on kujul
g′ = ±
√
2A+ 2 cos g
c2 − a2 .
Kahjuks enamuse A väärtuste korral saame seda võrrandit lahendades elliptilise
integraali, mis pole elementaarfunktsioon. Erandiks on vaid A = ±1. Vaatleme neid
erijuhte lähemalt.
Juhul A = 1, c2 > a2 saame integreerides
ln
1 + sin g2
1− sin g2
= ± 2√
c2 − a2y + C,
mis annab esialgse võrrandi (31.2.1) lahendiks





c2 − a2 + C
))
+ 2kπ,
kus c, C on suvalised konstandid ja c2 > a2, ning k on täisarv. Selle lahendi võib
ümber kirjutada ka kujul







+ (2k − 1)π. (31.2.3)
Juhul A = −1, c2 < a2 saame integreerides
ln
1− cos g2
1 + cos g2
= ± 2√
a2 − c2y + C,
mis annab esialgse võrrandi (31.2.1) lahendiks





a2 − c2 + C
))
+ 2kπ.
Lahendi võib kirjutada ka kujul








Sine-Gordoni võrrandil on olemas statsionaarsed lahendid u = 2kπ ja u = (2k+1)π.
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Joonis 31.1. Sine-Gordoni võrrandi liikuva laine lahendid juhul A = 1, c2 − a2 = 1
ja A = −1, a2 − c2 = 1.
Statsionaarne lahend u = 2kπ vastab stabiilsele tasakaaluasendile, aga u = (2k+1)π
on ebastabiilne. Seega lahend juhul A = 1 (31.2.3) vastab üleminekule ühest eba-
stabiilsest tasakaaluasendist teise ning lahend juhul A = −1 (31.2.4) vastab ülemi-
nekule ühest stabiilsest tasakaaluasendist teise. Nendest lahenditest võib mõelda ka
kui solitonidest.
Solitoniks nimetatakse lainet, millel on kolm põhilist omadust: nad on püsiva ku-
juga, lokaliseeritud mingisse piirkonda ning nende interaktsioonil (ehk vastasmõjul)
teiste solitonidega nad säilitavad oma kuju (kuid võivad muuta faasi).
Esmapilgul võib tunduda, et joonisel 31.1 kujutatud lahendid pole solitonid, sest
nad pole ilmselt lokaliseeritud. Aga kui mõelda et need lahendid kirjeldavad faase
(ehk nurki), siis kui nurk on muutunud 2π võrra, siis on ta ju tagasi esialgses asendis
ehk faasinihe 2π on samastatav faasinihkega null, nii et pärast laine mingist piir-
konnast läbiminekut on seis endine. Piltlikult võib joonisel 31.1 kujutatud lahendeid
ette kujutada nii, et vahepeal toimub pööre 2π võrra, mis taastab esialgse olukorra.
Sine-Gordoni võrrandil on ka lahendeid, mis sisaldavad mitme solitoni interakt-
siooni, s.t. erineva kiirusega liikuvad solitonid kohtuvad ning pärast seda taastavad
oma kuju ning liikumiskiiruse. Näiteks















mis vastab kahele faasinihkele −2π kuni 0 ja 0 kuni 2π, millest üks liigub kiirusega
c ja teine kiirusega −c ning ajamomendil t = 0 nad kohtuvad punktis x = 0. Se-
da lahendit nimetatakse ka kahe keeru põrkeks (kink-kink collision). Seda lahendit
on kujutatud joonisel 31.2 (nooled näitavad solitonide liikumissuunda). Paneme tä-
hele, et lahend on aja suhtes paarisfunktsioon, seega negatiivse aja korral toimub
liikumine nooltele vastassuunas,ajamomendil t = 0 keerud kohtuvad ning sõltuvalt
tõlgendusest kas liiguvad üksteisest läbi või põrkuvad tagasi.
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Joonis 31.2. Sine-Gordoni võrrandi kahe keeru põrge (c = 1, a =
√
2, t = 0, 2, 4, 6).
Tuntud lahendiks on veel keeru ja vastaskeeru põrge (kink-antikink collision):















Siin ajamomendil t = 0 on lahendi väärtus 0, kuid siis hakkab lahend suurenema,
ning suure t korral on tegemist kahe vastassuundades liikuva faasinihkega: faasinihe
(peaaegu) 2π kuni 0 liigub kiirusega c ning faasinihe 0 kuni (peaaegu) 2π liigub
kiirusega −c. Keeru ja vastaskeeru põrge on kujutatud joonisel 31.3.
Joonis 31.3. Sine-Gordoni võrrandi keeru ja vastaskeeru põrge (c = 1, a =
√
2,
t = 1, 2, 4, 6, 8).
Negatiivse aja korral on lahendi väärtused negatiivsed ning keerd ja vastaskeerd
liiguvad üksteise poole, kuni ajamomendil 0 nad on täpselt kohakuti ning tühistavad
üksteist, et siis positiivse aja korral jälle lahku liikuda.
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Samuti on tuntud lahendiks hingaja (breather)












kus ω < 1. See kujutab endast x suhtes paigalseisvat lokaliseeritud ajas perioodiliselt
võnkuvat lainet.
Sine-Gordoni võrrandil on veel teadaolevaid täpseid lahendeid, näiteks liikuv
hingaja, või liikuva keeru (või vastaskeeru) ja paigalseisva hingaja kombinatsioon.
Ülesanne 31.2.1. Leida Klein-Gordoni võrrandi (31.2.1) liikuva laine lahendid ju-
hul f(u) = u−u3. Võib piirduda selliste A väärtustega, kus võrrandi (31.2.2) lahen-
damisel tekkiv integraal on elementaarfunktsioon.

32. Kvaasilineaarsete võrrandite la-
hendi olemasolu
Selles peatükis tõestame mõned teoreemid lahendi olemasolu kohta kvaasilineaarse-
te võrrandite jaoks. Vaatleme elliptilisi võrrandeid, mis füüsikaliselt vastavad min-
gis mõttes minimaalse energiaga olekule, paraboolseid võrrandeid (difusioonivõrran-
deid) ning hüperboolseid võrrandeid.
32.1 Energia funktsionaal ja Euler-Lagrange
võrrandid
Elliptiliste kvaasilineaarsete võrrandite lahendi olemasolu ja ühesuse näitamiseks
kasutatakse tavaliselt variatsioonarvutust. See tähendab, et osatuletistega diferent-
siaalvõrrandi lahendamise asemel vaadeldakse mingi funktsionaali minimeerimist.
Füüsikaliste võrrandite puhul see funktsionaal on tavaliselt mingis mõttes energia
ning elliptilised võrrandid kirjeldavad üldiselt tasakaaluasendit, mis vastab mini-
maalsele energiale.
Olgu Ω ⊂ Rn tõkestatud sileda rajaga hulk. Olgu L : Rn × R × Ω → R sile




L(∇w(x), w(x), x))dx (32.1.1)
siledate funktsioonide w : Ω → R jaoks, mis rahuldavad etteantud rajatingimust
w = g hulga Ω rajal ∂Ω.
Tähistame funktsiooni L argumendid tähtedega p, z ja x, s.t. L = L(p, z, x),
p ∈ Rn, z ∈ R, x ∈ Ω.
Kui hulgal Ω sile ning hulgal Ω pidev funktsioon u minimeerib funktsionaali
F (w), siis iga sileda funktsiooni ϕ korral f(τ) = F (u + τϕ) saavutab miinimumi






Lpi(∇u(x), u(x), x))ϕxi + Lz(∇u(x), u(x), x))ϕ
)
dx = 0. (32.1.2)
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Lpi(∇u(x), u(x), x)) + Lz(∇u(x), u(x), x))
)
ϕdx = 0.







Lpi(∇u, u, x)) + Lz(∇u, u, x)) = 0 hulgas Ω (32.1.3)
distributsioonide mõttes koos rajatingimusega u = g rajal ∂Ω. Seda võrrandit nime-
tatakse ka energia funktsionaalile F vastavaks Euler-Lagrange võrrandiks.
Näide 32.1.1. Olgu

























(aij(x)uxi)xj = f(x), x ∈ Ω,
u = g, x ∈ ∂Ω.
See on lineaarne divergentsi kujul osatuletistega diferentsiaalvõrrand. See võrrand
on elliptiline punktis x, kui maatriks (aij)ni,j=1 on punktis x positiivselt määratud.









Siis vastav Euler-Lagrange võrrand on mittelineaarne Poissoni võrrand
−∆u = f ′(u), x ∈ Ω,
u = g, x ∈ ∂Ω.
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Näide 32.1.3. Olgu L(p, z, x) =
√






mis esitab funktsiooni w : Ω→ R graafiku pindala (funktsiooni graafik on hüperpind









= 0, x ∈ Ω,
u = g, x ∈ ∂Ω.





Kahemõõtmelisel juhul on võrrand kujul
(1 + u2y)uxx + (1 + u2x)uyy − 2uxuyuxy = 0.
See võrrand koos rajatingimusega u = g rajal ∂Ω kirjeldab näiteks seebikilet, mis
on servast kinnitatud raamile võrrandiga z = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω, kui ignoreerida
raskusjõudu. Seebikile asukoht ruumis on funktsiooni u(x, y), (x, y) ∈ Ω graafik.
Pindpinevusjõudude tõttu seebikile püüab alati minimeerida oma pindala.
32.1.1 Minimeerijate olemasolu
Selleks, et miinimum oleks olemas, on vaja eeldada funktsiooni kasvu argumentide
“suurte” väärtuste korral. Kõige lihtsam seda tüüpi eeldus on
∃α > 0, ∃β ∈ R : L(p, z, x) ≥ α|p|q − β ∀p ∈ Rn, z ∈ R, x ∈ Ω, (32.1.4)
kus q > 1 on fikseeritud parameeter. Seda tingimust nimetatakse koertsitiivsuse
tingimuseks.
Mittelineaarsete osatuletistega diferentsiaalvõrrandite puhul tavaliselt ei piisa
ruumist H1(Ω). Kui meil on tegemist funktsiooni enda või tema gradiendi mingi
astmega (või mingi funktsiooniga, mis on hinnatav mingi astmega) siis on loomulik
kasutada funktsiooniruumi
W 1,q(Ω) = {w ∈ Lq(Ω) : ∇w ∈ Lq(Ω)n}.
Võrratusest (32.1.4) järeldub, et
F (w) ≥ α‖∇w‖qLq(Ω) − β|Ω|. (32.1.5)
V. Teist järku osatuletistega mittelineaarsed diferentsiaalvõrrandid
Urve Kangro 470
Seetõttu võime eeldada, et funktsionaal F on defineeritud hulgal W 1,q(Ω), kui luba-
me, et mõne w ∈ W 1,q(Ω) korral F (w) =∞.
Kuna me tahame rahuldada ka rajatingimust, siis defineerime lubatavate funkt-
sioonide klassi
H = {w ∈ W 1,q(Ω) : w = g rajal ∂Ω jälje mõttes, F (w) <∞}.
Edaspidi eeldame, et H pole tühi hulk.
Kuna F on alt tõkestatud, siis leidub lõplik m = inf
w∈H
F (w). Olgu uk ∈ H,
k = 1, 2, . . . selline jada, et F (uk) → m kui k → ∞. Jada (uk)∞k=1 nimetatakse
minimeerivaks jadaks.
Me tahame näidata, et jada (uk)∞k=1 või mõni tema osajada koondub ning vastav
piirväärtus on minimeerimisülesande lahend. Võrratusest (32.1.5) järeldub, et iga
minimeeriv jada on tõkestatud ruumis W 1,q(Ω). Igal tõkestatud jadal refleksiivses
ruumis leidub nõrgalt koonduv osajada, seega leidub u ∈ W 1,q(Ω) ning osajada (ukj)
nii, et ukj ⇀ u nõrgalt ruumis W 1,q(Ω). Ilmselt u = g rajal ∂Ω jälje mõttes.
Üldiselt funktsionaal F ei ole pidev nõrgas topoloogias, seetõttu me ei saa väita,
et F (u) = lim
j→∞
F (ukj). Selleks, et näidata, et u on funktsionaali F minimeerija, ei
ole tegelikult vaja funktsionaali pidevust, piisab eeldusest, et F (u) ≤ lim inf
j→∞
F (ukj ).
Definitsioon. Funktsionaali F : W 1,q(Ω)→ R nimetatakse nõrgalt alt poolpide-
vaks, kui iga ruumis W 1,q(Ω) nõrgalt funktsiooniks u koonduva jada (uk) korral
F (u) ≤ lim inf
k→∞
F (uk).
Järgnevalt näitame, et alt tõkestatud kumerad funktsionaalid on nõrgalt alt pool-
pidevad. Meenutame, et funktsiooni f : D → R, kus D ⊂ Rn on mingi kumer hulk,
nimetatakse kumeraks, kui
f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ D, 0 ≤ λ ≤ 1.
Diferentseeruva kumera funktsiooni korral funktsiooni graafik paikneb ülalpool puu-
tujatasandit, s.t.
f(y) ≥ f(x) +∇f(x) · (y − x) ∀x, y ∈ D. (32.1.6)
Lemma 32.1.1. Olgu L alt tõkestatud, p järgi diferentseeruv, ning olgu kujutus
p 7→ L(p, z, x) kumer iga fikseeritud z ∈ R ning x ∈ Ω korral. Siis seosega (32.1.1)
määratud funktsionaal F on nõrgalt alt poolpidev ruumis W 1,q(Ω).
Tõestus. Olgu (uk) jada, mis koondub nõrgalt ruumis W 1,q(Ω) funktsiooniks u.
Siis ‖uk‖W 1,q(Ω) on tõkestatud. Rellichi teoreemist (mis ütleb, et W 1,q(Ω) on kom-
paktne ruumis Lq(Ω)) järeldub, et(uk) koondub tugevalt ruumis Lq(Ω).
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Jegorovi teoreemi kohaselt iga ε > 0 korral leidub mõõtuv hulk Uε ⊂ Ω nii, et








Siis |Ω \ Vε| → 0 kui ε→ 0 ning seega ka hulkade Wε = Uε ∩ Vε korral |Ω \Wε| → 0
kui ε→ 0.
Olgu m = lim inf
k→∞
F (uk). Üldisust kitsendamata (võttes vajadusel osajada) või-
me eeldada, et lim
k→∞
F (uk) = m. Samuti võime üldisust kitsendamata eeldada, et















∇pL(∇u, uk, x) · (∇uk −∇u)dx
(viimane võrratus järeldub kumera funktsionaali L omadusest (32.1.6)).



























L(∇u, u, x)dx = F (u),
mida oligi tarvis näidata.
Järgmisena tõestame minimeerija olemasolu.
Teoreem 32.1.1. Olgu L = L(p, z, x) diferentseeruv hulgal Rn × R× Ω. Eeldame,
et L = L(p, z, x) rahuldab koertsitiivsuse tingimust (32.1.4) ning on kumer muutuja
p suhtes iga fikseeritud z ∈ R ning x ∈ Ω korral. Eeldame, et lubatav hulk H on
mittetühi. Siis leidub u ∈ H nii, et F (u) = min
w∈H
F (w).
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Tõestus. Olgu m = inf
w∈H
F (w) ning olgu (uk) minimeeriv jada, s.t. F (uk) → m.
Üldisust kitsendamata eeldame, et m <∞ ning F (uk) <∞. Samuti võime üldisust
kitsendamata eeldada, et koertsitiivsuse tingimuses (32.1.4) β = 0. Siis
F (w) ≥ α‖∇w‖qLq(Ω) ∀w ∈ W 1,q(Ω),
seega leidub C > 0 nii, et ‖∇uk‖Lq(Ω) ≤ C.
Valime suvalise w ∈ H. Kuna uk = w = g rajal ∂Ω, siis uk − w ∈ W 1,q0 (Ω) (see
tähendab, et jälg rajal on 0). Nüüd kasutame Poincaré võrratust:
∃C1 > 0: iga v ∈ W 1,q0 (Ω) korral ‖v‖Lq(Ω) ≤ C1‖∇v‖Lq(Ω).
Seega
‖uk‖L2(Ω) ≤ ‖uk − w‖L2(Ω) + ‖w‖L2(Ω) ≤ C1‖∇uk −∇w‖L2(Ω) + C2 ≤ C,
järelikult jada (uk) on tõkestatud ruumis W 1,q(Ω). Seega leidub osajada (ukj ), mis
koondub nõrgalt funktsiooniks u ∈ H ruumis W 1,q(Ω). Nüüd lemma 32.1.1 tõttu
F (u) ≤ lim inf
j→∞
F (ukj ) = m.
Kuna u ∈ H, siis F (u) = m, seega u on funktsionaali F minimeerija.
Üldiselt minimeerija ei pruugi olla ühene. Selleks et näidata ühesust, vajame
lisaeeldusi.
Definitsioon. Diferentseeruvat funktsiooni f : Rn → R nimetatakse tugevalt
kumeraks, kui leidub γ > 0 nii, et
(∇f(x)−∇f(y)) · (x− y) ≥ γ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Rn.
Funktsiooni tugevalt kumerusest järeldub kumerus. Täpsemalt, kui f on dife-














(∇f(x) · (y − x) + γt‖x− y‖2)dt
= ∇f(x) · (y − x) + γ2‖x− y‖
2.
Teoreem 32.1.2. Eeldame, et L = L(p, x) on diferentseeruv ning ühtlaselt tugevalt
kumer muutuja p suhtes (s.t. γ ei sõltu muutujast x). Siis funktsionaali F minimee-
rija u ∈ H on ühene.
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Tõestus. Oletame, et u1, u2 ∈ H on mõlemad funktsionaali F minimeerijad. Olgu
u = 12(u1 + u2). Näitame, et siis F (u) ≤ 12(F (u1) +F (u2)). Funktsionaali L tugevalt
kumerusest järeldub, et








Liites need võrratused ning integreerides üle Ω saame






seega F (u) ≤ 12(F (u1) + F (u2)). Kuna u1 ja u2 olid mõlemad minimeerijad, siis
F (u) = F (u1) = F (u2) ning ∇u1 = ∇u2 p.k. Kuna u1 = u2 = g rajal ∂Ω, siis
u1 = u2.
32.1.2 Euler-Lagrange võrrandite nõrga lahendi olemasolu
ja ühesus
Funktsioon u on Euler-Lagrange võrrandi (32.1.3) üldistatud lahend, kui võrrand






Lpi(∇u(x), u(x), x))ϕxi(x) + Lz(∇u(x), u(x), x))ϕ(x)
)
dx = 0.
Kui sealjuures u ∈ H, siis on ka rajatingimus jälje mõttes rahuldatud. Nõrga lahendi
defineerime nii, et ϕ ∈ D(Ω) asemel võtame v ∈ W 1,q0 (Ω).
Definitsioon. Ütleme, et u ∈ H on Euler-Lagrange võrrandite nõrk lahend, kui






Lpi(∇u(x), u(x), x))vxi(x) + Lz(∇u(x), u(x), x))v(x)
)
dx = 0.
Kuna põhifunktsioonid on tihedad ruumis W 1,q0 (Ω), siis selleks, et üldistatud







Lpi(∇u(x), u(x), x))ϕxi + Lz(∇u(x), u(x), x))ϕ
)
dx
∣∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖W 1,q′ (Ω).
See võrratus ilmselt kehtib, kui eeldada, et





q−1 + |z|q−1 + 1) ∀p ∈ Rn, z ∈ Rn, x ∈ Ω. (32.1.8)
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Teoreem 32.1.3. Eeldame, et L = L(p, z, x) on diferentseeruv ning rahuldab kasvu
tingimusi (32.1.7), (32.1.8). Olgu u ∈ H funktsionaali F minimeerija. Siis u on
(32.1.3) nõrk lahend.
Tõestus. Fikseerime suvalise v ∈ W 1,q0 (Ω) ning defineerime funktsiooni
f(τ) = F (u+ τv), τ ∈ R.
Tingimuste (32.1.7),(32.1.8) tõttu f(τ) on lõplik iga τ ∈ R korral. Näitame, et f on
diferentseeruv punktis 0. Diferentssuhet saame hinnata järgnevalt:


























≤ C1|τ |(|∇u|q + |u|q + |∇v|q + |v|q + 1) + C2|τ |q(|∇v|q + |v|q)
(siin viimane võrratus järeldub võrratustest (a+b)q−1 ≤ C(aq−1 +bq−1) ning aq−1b ≤
C(aq + bq), kui a, b ≥ 0). Peale selle





Lpi(∇u, u, x))vxi + Lz((∇u, u, x))v p.k. kui τ → 0,















Lpi(∇u, u, x))vxi + Lz((∇u, u, x))v
)
dx kui τ → 0.
Seega f ′(0) leidub. Kuna u oli F (w) minimeerija, siis funktsioonil f on miinimum






Lpi(∇u, u, x))vxi + Lz((∇u, u, x))v
)
dx = 0.
Kuna v ∈ W 1,q0 (Ω) oli suvaline, siis u on (32.1.3) nõrk lahend.
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Üldiselt Euler-Lagrange võrranditel võib olla ka lahendeid, mis ei ole funktsio-
naali F minimeerijad. Nõrk lahend võib olla ka näiteks funktsionaali F sadulpunkt.
Erijuhul, kui L ei sõltu muutujast z, saab siiski näidata, et iga nõrk lahend on ka
minimeerija.
Teoreem 32.1.4. Olgu L = L(p, x) diferentseeruv ning kumer muutuja p suhtes.
Olgu u ∈ H võrrandi (32.1.3) nõrk lahend. Siis u on funktsionaali F minimeerija.
Tõestus. Olgu w ∈ H suvaline. Kuna L on kumer, siis kumera funktsiooni oma-
duse (32.1.6) tõttu
F (w) ≥ F (u) +
∫
Ω
∇pL(∇u, x) · ∇(w − u)dx.
Kuna u on (32.1.3) nõrk lahend ja w − u ∈ W 1,q0 (Ω), siis viimane integraal võrdub
nulliga, seega F (w) ≥ F (u) ehk u on F minimeerija.
Näide 32.1.4. Olgu L(p, z, x) = γ2 |p|2 +
√








1 + |∇u|2 dx.










= 0, x ∈ Ω,
u = g, x ∈ ∂Ω.
Esimese võrrandi saab siin ümber kirjutada kujul
(
γ + (1 + |∇u|2)−1/2
)




Kui siin γ = 0, siis saame juba eespool vaadeldud seebikile võrrandid (Näide 32.1.3).
Sellel juhul suurem osa eespool toodud teooriast ei kehti, kuna juba koertsitiivsuse
võrratuses (32.1.4) peaksime võtma q = 1, aga kuna W 1,q(Ω) pole refleksiivne, siis
me ei pruugi minimeerivast jadast saada välja eraldada nõrgalt koonduvat osajada.
Valides väikese γ > 0 ning lisades funktsioonile L liikme γ2 |p|2, võime seda vaadelda
kui esialgse võrrandi regulariseerimist. Siis L rahuldab kõiki ülaltoodud eeldusi, kus
q = 2, seetõttu saame väita, et ülesandel on olemas ühene nõrk lahend ruumis
H1(Ω) = W 1,2(Ω).
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Näide 32.1.5. Vaatleme võrrandit
−∆u+ u|u|α = f, x ∈ Ω,
u = 0, x ∈ ∂Ω.







α + 2 |u|
α+2 − fu
)
dx, u ∈ H10 (Ω) ∩ Lα+2(Ω)
minimeerimisele ning
L(p, z, x) = 12 |p|
2 + 1
α + 2 |z|
α+2 − f(x)z.
Kui n = 2, siis iga α > 0 korral H10 (Ω) ⊂ Lα+2(Ω), seega võime töötada ruumis
H10 (Ω). Kui n > 2, siis kehtib sama 0 < α < 4n−2 korral. Selliste α väärtuste
korral võib öelda, et võrrandi lineaarne osa domineerib. Siis kehtivad kõik ülaltoodud
tulemused peale minimeerija ühesuse (Teoreem 32.1.2) ning selle, et iga nõrk lahend
on minimeerija (Teoreem 32.1.4). Seega saame kätte küll lahendi olemasolu, aga
mitte ühesust.
Näide 32.1.6. Vaatleme võrrandit
∆u+ u|u|α = f, x ∈ Ω,
u = 0, x ∈ ∂Ω.








α + 2 |u|
α+2 + fu
)
dx, u ∈ H10 (Ω) ∩ Lα+2(Ω)
kriitilise punkti leidmisele. Siin pole aga enam tegemist miinimumi, vaid sadulpunk-
tiga. Sarnane teooria kehtib küll ka sadulpunkti leidmisel, aga see on mõnevõrra
keerulisem kui miinimumpunkti leidmine, seetõttu me seda siin ei käsitle.
32.2 Reaktsiooni-difusiooni võrrandid
Tüüpiliselt reaktsiooni-difusiooni võrrandid kirjeldavad mingi(te) aine(te) kontsent-
ratsiooni, kui toimuvad lokaalsed keemilised reaktsioonid (reaktsiooni liige) ning
tekkivad ained difundeeruvad (difusiooni liige). Neid võrrandeid kasutatakse ka po-
pulatsiooni levimise kirjeldamisel, plasmafüüsikas ja faasisiirde kirjeldamisel. Mitme
aine korral on tegemist võrrandisüsteemidega, kuid siin vaatleme ainult ühe võrrandi
juhtu. Lihtsuse mõttes vaatleme ainult homogeenseid rajatingimusi.
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Olgu Ω ⊂ Rn tõkestatud sileda rajaga hulk. Reaktsiooni-difusiooni võrrandiks
nimetatakse mittelineaarse paraboolse võrrandi segaülesannet
ut − a2∆u = F (u), x ∈ Ω, 0 < t < T, (32.2.1)
u = 0, x ∈ ∂Ω, 0 < t < T, (32.2.2)
u = u0, x ∈ Ω, t = 0. (32.2.3)
Siin liiget F (u) nimetatakse reaktsiooni liikmeks. See näitab, kuidas reaktsiooni
kiirus sõltub aine kontsentratsioonist. Liiget a∆u nimetatakse difusiooni liikmeks,
kus a > 0 näitab difusiooni kiirust.
Edaspidi eeldame et u0 ∈ H10 (Ω) ning näitame, et ülesandel on teatud tingimustel
olemas ühene nõrk lahend.
Definitsioon.Ütleme, et u ∈ C1((0, T );L2(Ω))∩C([0, T ];H10 (Ω)) on reaktsiooni-










Siin võrrandi parem pool omab mõtet, kui eeldada näiteks, et |F (z)| ≤ C(|z|+1)
∀z ∈ R. Edaspidises eeldame rangemat tingimust: F on Lipschitz-pidev ehk
|F (z1)− F (z2)| ≤ C|z1 − z2| ∀z1, z2 ∈ R. (32.2.4)
Lahendi olemasolu näitamiseks kasutame Banachi püsipunktiprintsiipi. Kõige-
pealt defineerime surveoperaatori.
Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ning olgu A : X → X (mittelineaarne)
operaator. Operaatorit A nimetatakse surveoperaatoriks, kui leidub γ < 1 nii, et
‖A(x)− A(y)‖ ≤ γ‖x− y‖ ∀x, y ∈ X. (32.2.5)
Teoreem 32.2.1 (Banachi püsipunktiprintsiip). Olgu X Banachi ruum ning olgu
A : X → X surveoperaator. Siis leidub täpselt üks x ∈ X, mis rahuldab võrrandit
Ax = x.
Teoreem 32.2.2. Olgu F : R → R Lipschitz-pidev ning olgu u0 ∈ H10 (Ω). Siis
ülesandel (32.2.1)–(32.2.3) on täpselt üks nõrk lahend.
Tõestus. Kasutame Banachi püsipunktiprintsiipi ruumis X = C((0, T );L2(Ω)).
Operaatori A defineerime nii, et A(v) = w, kus w on ülesande
wt − a2∆w = F (v), x ∈ Ω, 0 < t < T,
w = 0, x ∈ ∂Ω, 0 < t < T,
w = u0, x ∈ Ω, t = 0
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nõrk lahend. Paneme tähele, et kui v ∈ X, siis ka F (v) ∈ X. Soojusjuhtivuse
võrrandi nõrga lahendi olemasolu ruumis C1((0, T );L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H10 (Ω)) on
näidatud punktis 28.3.
Näitame, et piisavalt väikese T > 0 korral operaator A on surveoperaator. Olgu
v1, v2 ∈ X ning olgu w1 = A(v1) ning w2 = A(v2). Siis nõrga lahendi definitsiooni










(F (v1)− F (v2))(w1 − w2)dx
≤ ε‖w1 − w2‖2L2(Ω) +
1
4ε‖F (v1)− F (v2)‖
2
L2(Ω)
≤ εC1‖∇w1 −∇w2‖2L2(Ω) +
C2
4ε ‖v1 − v2‖
2
L2(Ω)
Friedrichi võrratuse (Lemma 27.2.2, mis kehtib ka ruumis H10 (Ω)) ja F Lipschitz-
pidevuse tõttu. Valides ε piisavalt väikese, nii et εC1 ≤ a2, saame võrratuse
d
dt
‖w1 − w2‖2L2(Ω) ≤ C‖v1 − v2‖2L2(Ω), (32.2.6)
seega
‖w1(t)− w2(t)‖2L2(Ω) ≤ C
∫ t
0
‖v1(s)− v2(s)‖2L2(Ω)ds ≤ CT‖v1 − v2‖2X
iga t ∈ [0, T ] korral. Võttes maksimumi üle t saame
‖A(v1)− A(v2)‖X ≤
√
CT‖v1 − v2‖X .
Valime T1 nii, et CT1 < 1. Siis A on surveoperaator, kui T asemel kasutada T1.
Banachi püsipunktiprintsiibist järeldub nüüd nõrga lahendi olemasolu lõigul [0, T1].
Sama arutelu saame korrata lõigul [T1, 2T1], kasutades uue algtingimusena u(T1).
Jätkates saame lõpliku arvu sammudega leida nõrga lahendi kogu lõigul [0, T ].
Lahendi ühesuse näitamiseks oletame, et u1 ja u2 on mõlemad ülesande (32.2.1)–
(32.2.3) nõrgad lahendid. Siis saame võrratuse (32.2.6), kus w1 = v1 = u1 ja w2 =
v2 = u2. Kuna u1(0)− u2(0) = 0, siis saame siit u1 = u2 p.k.
32.3 Lainevõrrand lahendist sõltuva parema poo-
lega
Hüperboolsed osatuletistega diferentsiaalvõrrandid tekivad füüsikas tavaliselt mingi-
test jäävusseadustest. Näiteks lainevõrrand väljendab energia jäävuse seadust. Mit-
tehomogeensel juhul lisandub mingi väline jõud, mis võib süsteemi energiat muuta.
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Vaatleme mittehomogeense lainevõrrandi Cauchy ülesannet
utt − a2∆u = f(x, t, u), x ∈ Rn, 0 < t < T, (32.3.1)
u = u0, ut = u1 x ∈ Rn, t = 0. (32.3.2)
See võrrand kirjeldab lainete levimist, kui osakestele mõjub jõud, mis sõltub laine
kõrvalekaldest tasakaaluasendist.
Kuna me tahame kasutada konkreetset lahendivalemit, siis piirdume juhu n = 3
vaatlemisega. Juht n = 1 on oluliselt lihtsam ning ülejäänud juhud on analoogilised.
Paneme tähele, et juhtu n = 1 on osaliselt käsitletud ka punktis 31.2, kuigi üldist
lahendi olemasolu tõestust seal ei esitatud. Juhtu f(x, t, u) = −c2u nimetatakse ka
(lineaarseks) Klein-Gordoni võrrandiks.
Tuletame meelde lainevõrrandi lahendivalemi lineaarsel juhul, kui f ei sõltu la-
hendist u (Kirchhoffi valem (21.13.6)):





















Kui meil on vaja lahendit diferentseerida, on mugavam kasutada kuju, kus integ-
reerimispiirkond ei sõltu muutujatest x ja t. Selleks teeme ülaltoodud integraalides
muutujavahetuse ξ = x+ aty. Siis saame need valemid kirjutada kujul




















Lisaks teame, et kui f ∈ C2(R3 × [0,∞)), u0 ∈ C3(R3) ja u1 ∈ C2(R3), siis u ∈
C2(R3 × [0,∞)) on ülesande (32.3.1)–(32.3.2) (kus praegu f ei sõltu u-st) ainus
lahend. Seosest (32.3.4) järeldub hinnang
|u(x, t)| ≤ t
2














Ruumimuutujate järgi tuletiste hinnangute saamiseks tuleb lihtsalt hinnangus
(32.3.5) nii f kui ka u0 ja u1 asendada vastavate ruumimuutujate järgi võetud tule-
tistega.
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∇u1(x+ aty) · ay dSy.
(32.3.6)
Kasutades divergentsi teoreemi funktsiooni f tuletisi sisaldavates integraalides, saa-










ft (x+ aty, t(1− |y|))
|y| dy.
Seega kokkuvõttes saame ut hinnanguks
















Analoogiliselt saame hinnangu ka utt jaoks:
























Vaatleme nüüd mittelineaarset juhtu. Püüame näidata, et teatud üldistel tingi-
mustel on ülesandel (32.3.1)–(32.3.2) olemas klassikaline lahend piirkonnas R3×[0, δ]
mingi δ > 0 korral.
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Olgu B > B0 antud ning olgu f ∈ C2(R3 × [0, T ]× [−B,B]). Tähistame
MB = max{f(x, t, z) : x ∈ R3, t ∈ [0, T ], z ∈ [−B,B]}.
Siis ülesandel (32.3.1)–(32.3.2) leidub üldistatud pidev lahend u piirkonnas R3 ×








Tõestus. Olgu v0 ülesande (32.3.1)–(32.3.2) lahend juhul f = 0. Defineerime vn,
n = 1, 2, . . . iteratiivselt nii, et vn+1 on ülesande (32.3.1)–(32.3.2) lahend, kus parema
poole asemel on f(x, t, vn).
Näitame, et sellise jada saab tõepoolest defineerida. Selleks näitame matemaati-
lise induktsiooni abil, et
vn ∈ C2(R3× [0, TB]) ja |vn(x, t)− v0(x, t)| ≤ B−B0, kui x ∈ R3, t ∈ [0, TB].
Ilmselt v0 ∈ C2(R3×[0, TB]) ja võrratus kehtib, kui n = 0. Oletame, et mingi n korral
vn ∈ C2(R3 × [0, TB]) ja võrratus kehtib. Kuna |v0(x, t)| ≤ B0, siis |vn(x, t)| ≤ B,
seega
f(·, ·, vn(·, ·)) ∈ C2(R3 × [0, TB]) ja |f(x, t, vn(x, t))| ≤MB.
Järelikult ülesandel (32.3.1)–(32.3.2), kus parema poole asemel on f(x, t, vn), on
klassikaline lahend vn+1, mille saab leida valemi (32.3.3) abil, kus f(x, t) asemel on
f(x, t, vn(x, t)). Siis vn+1 ∈ C2(R3 × [0, TB]) ning




























2 ≤ B −B0.
Näitame, et jada vn koondub ruumis C(R3 × [0, TB]). Olgu
LB = max{|fz(x, t, z)| : x ∈ R3, t ∈ [0, T ], z ∈ [−B,B]}.
Siis
|f(x, t, z1)− f(x, t, z2)| ≤ LB|z1− z2|, kui x ∈ R3, t ∈ [0, TB], z1, z2 ∈ [−B,B].
Nüüd näitame induktsiooni abil, et





(2n+ 2)! , kui x ∈ R
3, t ∈ [0, TB]. (32.3.9)
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Juht n = 0 järeldub hinnangust (32.3.5). Oletame, et (32.3.9) kehtib mingi n korral.
Siis lahendivalemit (32.3.4) kasutades hindame




































Seega (vn) on Cauchy jada ruumis C(R3 × [0, TB]). Olgu jada (vn) piirväärtus u,
kui n → ∞. Kuna jada koondub ühtlaselt ning f on ühtlaselt pidev vaadeldavas
piirkonnas, siis ka integraal
∫
U(0,1)
f (x+ aty, t(1− |y|), vn (x+ aty, t(1− |y|)))
|y| dy
koondub iga x ∈ R3 ja t ∈ [0, TB] korral. Seega



















Sellest järeldub, et u rahuldab mittelineaarset lainevõrrandit (32.3.1) distributsioo-
nide mõttes ning ka algtingimusi (32.3.2). Sellega on teoreem tõestatud.
Kui eeldame veel lisaks, et f kõik teist järku tuletised on ühtlaselt Lipschitz-
pidevad z järgi, s.t leidub L > 0 nii, et
|Dαf(x, t, z1)−Dαf(x, t, z2)| ≤ L|z1 − z2| ∀x ∈ R3, t ∈ [0, T ], |α| = 2,
siis saab näidata, et u on ka klassikaline lahend, võimalik küll, et väiksemas piirkon-
nas. Selleks tuleks näidata, et u ∈ C2(R3 × [0, T ′B]) mingi 0 < T ′B ≤ TB korral. Seda
saab teha, näidates analoogiliselt eelnevaga, et jada (vn) koondub tegelikult ruumis
C2(R3× [0, T ′B]). Põhimõtteliselt on hinnangud analoogilised ülaltooduga. Kuna vn,
n = 0, 1, . . . rahuldavad samu algtingimusi, siis
f(x, 0, vn+1(x, 0)) = f(x, 0, vn(x, 0))
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iga n korral, ning sama kehtib ka kõigi f kuni teist järku tuletiste jaoks. Seega
vn − v0 ja vn+1 − vn tuletiste jaoks kehtivad samasugused valemid nagu vn − v0
ja vn+1 − vn enda jaoks, ainult f asemel on f vastav tuletis. Lisaliikmed tekivad
sellest, et diferentseerides avaldist f(x, t, vn) näiteks t järgi, tuleb lisaks veel liige,
mis sisaldab fu(x, t, vn)vn,t. See komplitseerib mõnevõrra hinnanguid ning seetõttu
me neid siin ära ei too.
Järeldus 32.3.1. Olgu u0 ∈ C3(R3) ja u1 ∈ C2(R3). Olgu f ∈ C2(R3 × [0,∞) ×
R) ning olgu f kõik teist järku tuletised ühtlaselt Lipschitz-pidevad z järgi. Siis
ülesandel (32.3.1)–(32.3.2) leidub klassikaline lahend u piirkonnas R3 × [0,∞).
Tõestuseks piisab tähele panna, et eelmise teoreemi tõestuses võime valida T ja
B kuitahes suure, ning MB ei sõltu suurusest B.
Seega näiteks sine-Gordoni võrrandil on piisavalt siledate algandmete korral alati
olemas globaalne klassikaline lahend.
Näitame nüüd, et ülesande (32.3.1)–(32.3.2) klassikaline lahend on ühene.
Teoreem 32.3.2. Olgu f ∈ C2(R3×[0, T ]×[−B,B]) iga B > 0 korral. Kui ülesandel
(32.3.1)–(32.3.2) leidub klassikaline lahend u piirkonnas R3 × [0, δ], siis see lahend
on ühene.
Tõestus. Oletame, et ülesandel (32.3.1)–(32.3.2) on 2 lahendit u ja v,
u, v ∈ C2(R3 × [0, δ]) ja |u(x, t)| ≤ B, |v(x, t)| ≤ B, kui x ∈ R3, t ∈ [0, δ].
Olgu
LB = max{|fz(x, t, z)| : x ∈ R3, t ∈ [0, T ], z ∈ [−B,B]}.
Siis


























|u (z, t))− v (z, t))| ,
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Seega ϕ(t) = 0, kui t ∈ [0, δ]. Sellega on lahendi ühesus tõestatud.
33. Näiteid globaalse lahendi mit-
teleidumisest
Mittelineaarsete osatuletistega diferentsiaalvõrrandite puhul võib juhtuda, et võrran-
dil pole üldse piisavalt siledat (näiteks nõrka) lahendit või on lahend küll olemas, aga
lõpliku aja jooksul muutub lahend ise või tema tuletised mõnes punktis lõpmatuks.
Vaatleme järgnevas mõnda lihtsat näidet.
33.1 Reaktsiooni-difusiooni võrrand
Olgu Ω ⊂ Rn tõkestatud sileda rajaga hulk. Vaatleme reaktsiooni-difusiooni ülesan-
net
ut −∆u = u2, x ∈ Ω, 0 < t < T, (33.1.1)
u = 0, x ∈ ∂Ω, 0 < t < T, (33.1.2)
u = u0, x ∈ Ω, t = 0. (33.1.3)
Sama tüüpi võrrandit käsitleti ka punktis 32.2, kus tõestati nõrga lahendi ühesus
(Teoreem 32.2.2). Paneme tähele, et Teoreemi 32.2.2 eeldused pole praegu täidetud,
sest F (u) = u2 pole kogu ruumis Lipschitz-pidev.
Näitame, et kui T > 0 on piisavalt suur ning ka algtingimus u0 on mingis mõttes
piisavalt suur, siis lahendit ei leidu ehk lahend muutub lõpliku aja jooksul lõpmatult
suureks. Paneme tähele, et kui vaatleksime võrrandit ainult reaktsiooni võrrandina,
s.t. võrrand oleks kujul ut = u2, siis saaksime lahendiks
u(x, t) = u0(x)1− tu0(x)
,
mis läheb lõpliku aja jooksul lõpmatult suureks, kui algtingimusel u0(x) on kasvõi
üks positiivne väärtus. Teiselt poolt, difusioon, mida väljendab Laplace’i operaator,
üldiselt silub lahendit, nii et antud ülesandes need kaks mõju võistlevad omavahel.
Olgu λ > 0 operaatori −∆ vähim omaväärtus ruumis H10 (Ω) ning olgu w vastav
omafunktsioon. Siis w on sile ning võime normeerida w nii, et
∫
Ω w dx = 1. Saab
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ka näidata, et w 6= 0 hulgas Ω, seega võime eeldada, et w > 0 hulgas Ω. Olgu u










Siin teist integraali saame ositi integreerida:
∫
Ω
∇u · ∇w dx = −
∫
Ω



































u(x, t)w(x) dx, t ∈ [0, T ].
Eelneva võrratuse võime nüüd ümber kirjutada kujul
y′(t) ≥ e−λty2(t).
Olgu y(0) > 0. Kuna y on pidev ja y′(t) ≥ 0, siis y(t) > 0, kui t ∈ [0, T ). Jagades









y(t)(λ− y(0)(1− e−λt)) ≥ λy(0).
Kui nüüd y(0) > λ, siis saame leida t∗ > 0 nii, et y(t) kordaja läheneb nullile,
kui t → t∗−, seega y(t) on alt tõkestatud suurusega, mis läheneb lõpmatusele, kui
t→ t∗− (siinkohal eeldame, et T on piisavalt suur, nii et t∗ < T ). Kokkuvõttes, kui
∫
Ω
u0w dx > λ,
siis leidub t∞ ∈ (0, t∗] nii, et
∫
Ω
uw dx→∞, kui t→ t∞− .
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33.2 Nirenbergi näide
Järgnevas vaatleme veel ühte näidet, kus väikeste algandmete korral on globaalne
lahend olemas, aga mingis mõttes suurte andmete korral lähenevad lahendi väärtu-
sed lõpliku aja jooksul lõpmatusele. Vaatleme mittelineaarse lainevõrrandi Cauchy
ülesannet
utt −∆u = |∇u|2 − |ut|2, x ∈ R3, t > 0, (33.2.1)
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = u1(x), x ∈ R3, (33.2.2)
kus u1 ∈ C2(R3). Kui u on selle võrrandi klassikaline lahend, siis v(x, t) = eu(x,t) on
järgmise lainevõrrandi Cauchy ülesande
vtt = ∆v, x ∈ R3, t > 0,
v(x, 0) = 1, vt(x, 0) = u1(x), x ∈ R3
lahendiks. Sellel võrrandil on ühene lahend ja see esitub kujul




Kui v > 0 (väikese t korral see kehtib alati), siis








on ülesande (33.2.1)–(33.2.2) lahend. Iga fikseeritud t0 > 0 ja iga x0 ∈ R3 korral





u1(x0 + t0y)dSy = −1,
seega lahend u läheneb lõpmatusele hiljemalt ajamomendile t0 lähenedes (alati võib
juhtuda, et ta kusagil mujal on juba varem lõpmatusse läinud).
Samas saab näidata, et kui u1 on mittenegatiivne või piisavalt väike, siis üles-
andel (33.2.1)–(33.2.2) leidub globaalne sile lahend. Selleks on vaja garanteerida, et
v(x, t) > 0 kui x ∈ R3, t ≥ 0. Kui u1 on mittenegatiivne, siis ilmselt v(x, t) > 1,
seega ülesandel (33.2.1)–(33.2.2) leidub globaalne klassikaline lahend üsna üldistel
eeldustel, näiteks kui u1 on kaks korda pidevalt diferentseeruv kogu ruumis R3.
Näitame, et globaalne lahend leidub ka mingis mõttes väikese algtingimuse kor-
ral. Vaatleme kahte juhtu.
1) Kui t ≤ 1, siis
v(x, t) = 1 + t4π
∫
|y|=1
u1(x+ ty)dSy ≥ 1 + tmin
x∈R3
u1(x).
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Viimane avaldis jääb positiivseks, kui min
x∈R3
u1(x) > −1, seega sel juhul ülesandel
(33.2.1)–(33.2.2) leidub lahend kuni ajamomendini t = 1.
2) Kui t > 1, siis eeldades, et u1 on diferentseeruv ja lim|x|→∞u1(x) = 0, võime
kirjutada





u1(x+ τy)dτ = −
∫ ∞
t
∇u1(x+ τy) · y dτ.
Seega
































|∇u1(x+ z)| dz ≤
1
4πt‖∇u1‖L1(R3).
Kui ‖∇u1‖L1(R3) < 4π, siis viimane avaldis on väiksem ühest.
Kokkuvõttes, kui min
x∈R3
u1(x) > −1, lim|x|→∞u1(x) = 0 ja ‖∇u1‖L1(R3) < 4π, siis
valemiga (33.2.3) määratud u on globaalselt defineeritud. Kui lisaks u1 on kaks
korda pidevalt diferentseeruv kogu ruumis R3, siis u on ülesande (33.2.1)–(33.2.2)
klassikaline lahend.
34. Navier-Stokesi võrrandid
Üks kõige kuulsamaid mittelineaarseid võrrandeid on Navier-Stokesi võrrandid. Tegu
on võrrandisüsteemiga, mitte ühe võrrandiga. Need võrrandid kirjeldavad vedeliku
või gaasi liikumist ruumis Rn, kus n = 2 või 3. Neid kasutatakse näiteks ilma ennus-
tamisel, ookeani hoovuste uurimisel, veresoontes vere voolamise uurimisel, õhuvoolu
liikumise modelleerimisel lennuki tiiva ümber jne.
34.1 Kokkusurumatu vedeliku voolamine
Olgu u(x, t) = (ui(x, t))ni=1 vedeliku voolamise kiirus ning p(x, t) vedeliku rõhk punk-
tis x ∈ Rn ajamomendil t. Tehes mitmeid lihtsustavaid lisaeeldusi, näiteks et vedelik
on kokkusurumatu ja isotroopne ning vedelikus voolamise tõttu tekkivad jõud ei sõl-
tu otseselt voolamise kiirusest, vaid ainult kiiruse tuletisest ruumimuutujate järgi,
saab vedeliku liikumist kirjeldada Navier–Stokesi võrranditega
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = ν∆u−∇p+ f . (34.1.1)
Siin f on teadaolev väline jõud (näiteks gravitatsioon) ruumalaühiku kohta ning
ν > 0 on vedeliku viskoossus. Ühikud on valitud nii, et vedeliku tihedus on ρ = 1.
See on tegelikult lihtsalt Newtoni II seadus, kus vasakul pool on vedeliku osakeste
kiirendus ning paremal pool vedelikus rõhkude erinevuse ja hõõrdumise (viskoossuse)
tõttu tekkivate jõudude ning väliste jõudude tihedus. Sellele lisandub veel divergentsi
tingimus (vedeliku kokkusurumatuse tõttu)
divu = 0, (34.1.2)
mis väljendab vedeliku massi jäävust igas ruumalaühikus. Peale selle peab olema
antud algtingimus
u(x, 0) = u0(x). (34.1.3)
Kuna divu = 0, siis on loomulik eeldada, et ka divu0 = 0.
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Ülesanne võib olla püstitatud nii kogu ruumis Rn kui ka mingis (tõkestatud või
tõkestamata) piirkonnas Ω ⊂ Rn. Esimesel juhul tüüpiliselt eeldatakse, et u(x, t)
koos oma tuletistega on mingis mõttes väike, kui |x| → ∞, teisel juhul peavad olema




|u(x, t)|2dx < C ∀t ≥ 0, (34.1.4)
mis väljendab kogu kineetilise energia tõkestatust.
Selleks et vabaneda lõpmatuspunkti ümbruses tekkida võivatest probleemidest,
ning samas mitte muretseda rajatingimuste pärast, vaadeldakse ka ruumis perioo-
diliste lahendite olemasolu. Olgu ej ∈ Rn ühikvektor, mille j-s koordinaat on 1 ja
teised koordinaadid on nullid. Eeldame, et
u0(x+ej) = u0(x), f(x+ej, t) = f(x, t) ∀x ∈ Rn, t ≥ 0, j = 1, . . . , n. (34.1.5)
Otsime Navier-Stokesi võrrandite ruumis perioodilist lahendit, s.t. lahendit u(x, t),
p(x, t), mis rahuldab
u(x+ej, t) = u(x, t), p(x+ej, t) = p(x, t) ∀x ∈ Rn, t ≥ 0, j = 1, . . . , n. (34.1.6)
Navier-Stokesi võrrandite erijuht on Euleri võrrandid, kus viskoossust ei võeta
arvesse, seega ν = 0.
Paneme tähele, et juhul n = 1, kui võtta p = 0 ja f = 0, siis Navier-Stokesi
võrranditest saame Burgersi võrrandi, mida käsitlesime punktides 30.1 ja 31.1. Ühe-
mõõtmeliselt juhul divergentsitingimus ei oma mõtet, seega jätame selle lihtsalt ära.
Selles mõttes võib öelda, et Burgersi võrrand kirjeldab vedeliku liikumise lihtsusta-
tud versiooni.
Juhul n = 2 ja f = 0 on teada Navier-Stokesi võrrandite ruumis perioodiline
lahend – Taylor-Greeni keeris, mis on defineeritud järgnevalt:
u1(x, t) = cos x1 sin x2 e−2νt,
u2(x, t) = − sin x1 cosx2 e−2νt,
p(x, t) = −14 (cos 2x1 + cos 2x2) e
−4νt.
(siin on lihtsama lahendi kuju saamiseks võetud perioodiks 2π, mitte 1 nagu ülal).
Vastav lahend u(x, t) on kujutatud joonisel 34.1, kus vedeliku kiirused konk-
reetsetes punktides on kujutatud nooltena. Siin on näha, kuidas kõrvutiolevates
ruutudes tekivad vastassuunalised keerised; samasuunalised keerised paiknevad ma-
lelauamustri järgi. Ajas keeriste tugevus kahaneb viskoossuse tõttu; kui ν = 0, siis
keerised jäävad ajas konstantseks.
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Joonis 34.1. Taylor-Greeni keeris
Ülesanne 34.1.1. Olgu n = 2 ja f = 0. Leida Navier-Stokesi võrrandite 2π-
perioodilisi erilahendeid, otsides kõigepealt muutujate eraldamise abil lahendeid võr-
randile ∂u
∂t
= ν∆u, mis rahuldaks ka divergentsi tingimust (34.1.2) ning seejärel
võttes ∇p = −(u · ∇)u.
Arvatakse, et Navier-Stokesi võrrandid kirjeldavad õigesti ka vedelike voola-
misel tekkivat turbulentsi ehk ajast sõltuvat kaootilist liikumist. Turbulentse voola-
mise korral tekivad erinevate suurustega ebastabiilsed keerised. Seetõttu on Navier-
Stokesi võrrandeid keeruline numbriliselt lahendada. Ilmselt samadel põhjustel on
raske saada tulemusi ka Navier-Stokesi võrrandite lahendite olemasolu ja ühesuse
kohta.
34.2 Lahendite olemasolu ja ühesus
Juhul n = 2 on nii Navier-Stokesi võrrandite kui ka Euleri võrrandite sileda lahendi
olemasolu siledate algandmete korral tõestatud. Aga juhul n = 3 on lahendi globaal-
ne olemasolu näidatud ainult väikeste algandmete korral. On näidatud ka teatud
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nõrga lahendi olemasolu. Siledate algandmete korral sileda lahendi olemasolu juhul
n = 3 on siiani lahtine ülesanne.
Aastal 2000 sõnastas Clay Matemaatika Instituut seitse nende arvates tähtsai-
mat matemaatika lahtist probleemi, mille lahendajale on auhinnaks välja pandud
1 000 000 USD. Üks neist probleemidest on Navier-Stokesi võrrandite sileda lahendi
olemasolu tõestus või siis kontranäite konstrueerimine juhul n = 3. Lihtsuse mõttes
eeldatakse, et kõik funktsioonid on lõpmatult siledad ja lõpmatu piirkonna korral ka
kiiresti kahanevad. Täpsemalt, auhinna saamiseks on vaja tõestada üks järgmistest
väidetest.
(A) Navier-Stokesi võrrandite sileda lahendi olemasolu ruumis R3. Olgu
ν > 0 ja n = 3. Olgu f(x, t) = 0 ning olgu u0 sile funktsioon, mis rahuldab tingimusi
divu0 = 0 ning
|Dαu0(x)| ≤ Cα,K(1 + |x|)−K ∀x ∈ R3, ∀α,K. (34.2.1)
Näidata, et siis leiduvad siledad funktsioonid u(x, t), p(x, t) ∈ C∞(R3× [0,∞)), mis
rahuldavad (34.1.1), (34.1.2), (34.1.3) ja (34.1.4) piirkonnas R3 × [0,∞).
(B) Navier-Stokesi võrrandite perioodilise sileda lahendi olemasolu
ruumis R3. Olgu ν > 0 ja n = 3. Olgu f(x, t) = 0 ning olgu u0 sile funktsioon,
mis rahuldab tingimusi divu0 = 0 ning (34.1.5). Näidata, et siis leiduvad siledad
funktsioonid u(x, t), p(x, t) ∈ C∞(R3 × [0,∞)), mis rahuldavad (34.1.1), (34.1.2),
(34.1.3) ja (34.1.6).
(C) Navier-Stokesi võrrandite globaalse lahendi mitteleidumine ruumis
R3. Olgu ν > 0 ja n = 3. Näidata, et leiduvad siledad f(x, t) ja u0, mis rahuldavad
tingimusi
|Dαf(x, t)| ≤ Cα,K(1 + |x|+ |t|)−K ∀x ∈ R3, t ≥ 0, ∀α,K, (34.2.2)
divu0 = 0 ning (34.2.1), mille korral ei leidu funktsioone u(x, t), p(x, t) ∈ C∞(R3 ×
[0,∞)), mis rahuldavad (34.1.1), (34.1.2), (34.1.3) ja (34.1.4) piirkonnas R3× [0,∞).
(D) Navier-Stokesi võrrandite globaalse perioodilise lahendi mittelei-
dumine ruumis R3. Olgu ν > 0 ja n = 3. Näidata, et leiduvad siledad f(x, t) ja
u0, mis rahuldavad tingimusi (34.1.5), divu0 = 0 ning
|Dαf(x, t)| ≤ Cα,K(1 + |t|)−K ∀x ∈ R3, t ≥ 0, ∀α,K, (34.2.3)
mille korral ei leidu funktsioone u(x, t), p(x, t) ∈ C∞(R3 × [0,∞)), mis rahuldavad
(34.1.1), (34.1.2), (34.1.3) ja (34.1.6) piirkonnas R3 × [0,∞).
Allikas: http://www.claymath.org/sites/default/files/navierstokes.pdf
Sarnased tulemused on lahtised (ja väga olulised) ka Euleri võrrandite jaoks
(ν = 0), kuid nende lahendamise eest pole auhinda välja pandud.
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Esitame allpool Diraci δ-funktsiooni mõned omadused, mis on olulised eelkõige füü-
sikaliste rakenduste seisukohalt. Selle teema matemaatiliselt rangem käsitlus kuulub
distributsioonide teooriasse, vt peatükk 25.
Diraci δ-funktsiooni δ(x) võib defineerida järgmiselt:
δ(x) =
{
∞, kui x = 0,





1, kui punkt x = 0 paikneb integreerimisrajade vahel,





f(0), kui punkt x = 0 paikneb integreerimisrajade vahel,
0, kui on teisiti . (A.3)
Valemis (A.3) on f(x) suvaline pidev funktsioon.


























e−ikxdk = δ(x), (A.7)
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Kehtivad ka järgmised võrdused, mida δ-funktsioon rahuldab:
δ(−x) = δ(x), (A.9)
δ(ax) = 1|a|δ(x), (A.10)
xδ(x) = 0, (A.11)
f(x)δ(x− a) = f(a)δ(x− a). (A.12)
Valemite (A.9)–(A.12) täpsem mõte seisneb selles, et kasutades neid integraali all,
saadakse üks ja sama tulemus.
Kolmedimensionaalsel δ-funktsioonil




∞, kui r = r′,





1, kui ruumala V sisaldab punkti r′ = r,





f(r), kui ruumala V sisaldab punkti r′ = r,
0, kui on teisiti . (A.16)
Valemis (A.16) on f(r) suvaline pidev funktsioon.











Võrrandit, mis seob sõltumatut muutujat t, otsitavat funktsiooni U ja selle tuletisi










Diferentsiaalvõrrandi lahendiks piirkonnas T nimetatakse iga funktsiooni U =
U(t), mis on n korda diferentseeruv, ja paigutatuna koos oma tuletistega võrrandisse
(B.1) rahuldab seda samaselt iga t ∈ T korral.
Diferentsiaalvõrrandi (B.1) üldlahendiks nimetatakse sellist lahendit
U = U(t, c1, c2, . . . , cn), (B.2)
mis sisaldab n suvalist konstanti c1, c2, . . . , cn. Lahend (B.2) on antud ilmutatud
kujul.












= U (n−1)0 , (B.3)
kus U (k)0 (k = 0, 1, . . . , n− 1) on etteantud arvud. Üldlahendis olevate konstantide
c1, c2, . . . , cn sobiva fikseerimisega saadakse iga algtingimusega ülesande (B.1) ja
(B.3) lahend.











nimetatakse lineaarseks, kui see on lineaarne otsitava funktsiooni U ja selle tuletise
dU
dt suhtes, st selle võrrandi üldkuju on
dU
dt + p(t)U = q(t), (B.2)
kus p(t) ja q(t) on etteantud funktsioonid. Kui q(t) ≡ 0, siis lineaarset võrrandit
(B.2) nimetatakse homogeenseks, vastasel korral mittehomogeenseks. Lineaarne ho-
mogeenne võrrand
dU
dt + p(t)U = 0 (B.3)




Lineaarse mittehomogeense võrrandi (B.2) üldlahend avaldub vastava homogeense
võrrandi (B.3) üldlahendi Uh ja võrrandi (B.2) ühe erilahendi Ue summana:
U = Uh + Ue = Ce−
∫
p(t)dt + Ue. (B.5)
Võrrandi (B.2) mistahes lahend on saadav üldlahendist (B.5) konstandi C fikseeritud
väärtuse korral.
Kui on leitud võrrandi (B.3) üldlahend, siis võrrandi (B.2) erilahendi Ue leid-





mis on formaalselt saadav võrrandi (B.3) üldlahendist Uh, kui asendame seal kons-
tandi C funktsiooniga C(t). Funktsioon C(t) tuleb määrata nii, et Ue(t) oleks läh-
tevõrrandi (B.2) lahendiks.
B.3 Funktsioonide lineaarne sõltuvus ja sõltuma-
tus
Olgu T mingi sidus1 reaalarvude hulk ja olgu funktsioonid U1(t), U2(t), . . . Un(t)
määratud sellel hulgal.
1 Piirkonda, mille iga kahte punkti saab ühendada mingi sellesse piirkonda kuuluva pideva
murdjoonega, nimetatakse sidusaks piirkonnaks.
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Öeldakse, et funktsioonid U1(t), U2(t), . . . Un(t) on lineaarselt sõltuvad hulgal T ,
kui leiduvad niisugused reaalarvud a1, a2, . . . an, et
a21 + a22 + . . .+ a2n ̸= 0 (B.1)
ja
a1U1(t) + a2U2(t) + . . .+ anUn(t) = 0; t ∈ T. (B.2)
Kui seos (B.2) kehtib vaid siis, kui
a1 = a2 = . . . = an = 0, (B.3)
siis öeldakse, et funktsioonid U1(t), U2(t), . . . U2(t) on lineaarselt sõltumatud hulgal
T .




U1(t) . . . Un(t)
d
dtU1(t) . . .
d
dtUn(t)
. . . . . . . . .
d(n−1)





nimetatakse funktsioonide U1(t), U2(t), . . . Un(t) Wronski determinandiks.
Kui hulgal T määratud (n−1) korda diferentseeruvad funktsioonid U1(t), . . . , Un(t)
on lineaarselt sõltuvad sellel hulgal, siis nende funktsioonide Wronski determinant
W (t) on võrdne nulliga iga t ∈ T korral. Vastupidine väide ei kehti: Wronski de-
terminant võib võrduda nulliga, kuid funktsioonid ise võivad osutuda lineaarselt
sõltumatuteks.







dt + cU = 0, (B.1)
kus a, b ja c on konstandid, kusjuures a ̸= 0, nimetatakse teist järku konstantsete
kordajatega lineaarseks homogeenseks diferentsiaalvõrrandiks.
Kui võrrandi (B.1) lahendite U1,2(t) puhul leidub arv t0 ∈ T , nii et nende lahen-
dite Wronski determinant W (t0) = 0, siis on lahendid U1,2(t) lineaarselt sõltuvad
hulgal T ning W (t) = 0 iga t ∈ T korral.
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Kui on teada lineaarse homogeense võrrandi (B.1) kaks lineaarselt sõltumatut
lahendit U1,2(t), siis on selle võrrandi üldlahend
U(t) = C1U1(t) + C2U2(t). (B.2)
Võrrandi (B.1) mistahes lahend on saadav üldlahendist (B.2) konstantide C1,2 fik-
seeritud väärtuste korral.
Otsime võrrandi (B.1) lahendit kujul
U(t) = eηt. (B.3)
Asendame funktsiooni U(t) siit võrrandisse (B.1). See annab
aη2 + 2bη + c = 0. (B.4)
Ruutvõrrandit (B.4) nimetatakse diferentsiaalvõrrandi (B.1) karakteristlikuks võr-








D = b2 − ac (B.6)
märgist on võimalikud järgmised juhud.
(i) Kui D > 0, siis on karakteristliku võrrandi lahendid (B.5) reaalsed ja erine-
vad. Võrrandi (B.1) üldlahend avaldub
U(t) = C1eη1t + C2eη2t, (B.7)
kus C1,2 on suvalised konstandid.
(ii) Kui D < 0, siis on karakteristliku võrrandi lahendid (B.5) komplekssed ja
teineteise kaaskompleksid:
η1 = α + iβ; η2 = α− iβ, (B.8)
kus













kus C1,2 on suvalised konstandid.
503 B. Harilikud diferentsiaalvõrrandid
Tabel B.1. Diferentsiaalvõrrandi d2Udt2 = −λU üldlahendid










λ = 0 U(t) = C1 + C2t
(iii) Kui D = 0, siis on karakteristliku võrrandi lahendid (B.5) reaalsed ja võrd-
sed:




Võrrandi (B.1) üldlahend avaldub kujul
U(t) = eηt (C1 + C2t), (B.12)
kus C1,2 on suvalised konstandid.
Matemaatilise füüsika võrrandite jaoks on oluline erijuht, kui a = 1, b = 0 ja
c = λ, nii et D = −λ. Võrrandi (B.1) üldlahendid on sellise juhu jaoks toodud
tabelis B.1.
